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sfttze   der  kinematischen  Geometrie  hier: kurz  vorangestellt  werden;   die- 

•  *    • 
selben  entsprechen   den  ausführlichen  Sätzen  in  der  erwähnten  Abhand- 

lung  von  Aronhold   und.  ^ütCbdtto'nur  das  zum  Verständniss  der  Fol- 

genden  UntersuchungefT  '^öiiliWe'ndige. 

1)  In  cinem*kt*a'fyt>rn  ebenen  System,  welches  sich  in  sein  er 
eigeneLA*.£b.enS*l)eliebig  bewegt,  giebt  es  in  jedem  Augen- 
b.lioJb9V(vi''n'en    und    nur    einen,    aber    beständig   wechselnden 

.  •j'.I^üi^kf  $,  um  welchen  das  System  ohne  Gleitung  rotirt;  dieser 
:    •  ^unkt  iß  heisst  der  momentane  Pol  der  Ebene. 

2)  Während  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  beschreibt 
jeder  Punkt  P  desselben  auf  der  festen  Ebene  eine  Bahn, 
welche  die  Roulette  dieses  Punktes  genannt  werden  soll.  P 
heisst  der  beschreibende  Punkt.  Alle  Normalen  der  in  der  festen  Ebene 
beschriebenen  Curvenelemente  schneiden  sich  in  jedem  Augenblicke  in 
einem  Punkte,  nämlich  im  momentanen  Pol  des  Systems. 

Der  Pol  ändert  seine  Lage  fortwährend ,  sowohl  in  der  beweglichen, 
als  in  der  festen  Ebene,  und  beschreibt  infolge  dessen  in  beiden  Ebenen 
Curven,  welche  die  Polbahnen  genannt  werden. 

3)  Bei  der  Bewegung  des  ebenen  Systems  rollt  die  Polbahn 
der  beweglichen  Ebene  auf  der  Polbahn  der  festen  Ebene, 
ohne  zu  gleiten. 

Es  seien  P  und  Q  die  augenblicklichen  Lagen  zweier  Punkte  des 
beweglichen  Systems,  femer  m  und  fi  die  Krümmungsmittelpunkte  der 
augenblicklich  von  P  und  Q  beschriebenen  Bogenclemente  beider  Rou- 
letten, so  schneiden  sich  nach  2)  Pm  und  Qn  \m  momentanen  Pol  $. 
Es  seien  a  und  ß  die  beiden  Winkel,  welchen  die  Linien  ^P  und  ^Q 
mit  der  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Polbabnen  im  Punkte  $  bilden. 
Bezeichnet  man  noch  die  Strecken  $P  und  $&,  also  die  Entfemu^en 
der  beschreibenden  Punkte  vom  Pole,  mit  r  und  s^  femer  die  entspre- 
chenden  Entfernungen  der  Krümmungsmittelpunkte  vom  Pole,  ißm  und 
$it,  mit  r^  und  S|,  so  hat  man  zwischen  diesen  Grössen  folgende  fun- 
damentale Relation: 

4)  (  — I —  I  5w  a  =  {  — I —  )  5W  5  =  const, 

\r       rj  \s       sj 

Hierbei  sind  r  und  r^,  ebenso  s  und  s^  algebraisch  zu  nehmen,  und  zwar 
haben  r  und  r^  dasselbe  Vorzeichen,  wenn  $  zwischen  P  und  m  liegt, 
dagegen  entgegengesetzte  Vorzeichen,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt 
m  und  P  nach  derselben  Richtung  von  $  aus  liegen. 

Als  specieller  Fall  ergiebt  sich  der  Savary'sche  Satz*: 


5)  I  —  +  —  I  stn  «  =  —  +  —  , 


Man  vergl.  die  Abhandlung  von  Hennig,  Grelle*8  Journal  Bd.  65. 
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dieses  gewöhnlich  leicht  hestimmhareu  Punktes  können  die  Krämoiiings- 
mittelpunkte  einer  Roulette  unter  Berücksichtigung  von  6)  durch  folgende 
einfache  Construction ,  bei  welcher  die  Bezeichnung  aus  7)  heniitxt  u^ 
gefauden  werden: 

10)  Man  verbinde  den  beschreibenden  Punkt  P  mit  dem 
Wendepol  0  und  lege  durch  den  Punkt  /,  in  welchem  diese 
Verbindungslinie  die  im  Pole  $  auf  ^/^  errichtete  Senkrecht^ 
schneidet,  eine  Parallele  zur  gemeinschaftlichen  Normale^O 
der  Polbahn;  diese  Parallele  schneidet  P$  im  Krfimmungs- 
mittelpunkte  m. 

11)  Wenn  ein  Punkt  des  beweglichen  Systems  eine  Gerade 
beschreibt,  so  geht  diese  durch  den  Wendepol. 


Ks  sei  eine  beliebige  Curve  gegeben,  welche  von  den  Strahlen,  die 
von  einem  festen  Punkte  P  ausgeben,  getroffen  wird.  Irgend  ein  Strahl 
treffe  einen  Punkt  $  dieser  Curve;  die  Länge  des  Einfallsstrahles  P^ 
sei  gleich  r.  Zeichnet  man  eine  zweite  Curve,  welche  symmetrisch  zur 
gegebenen  in  Bezug  auf  die  Tangente  im  Punkte  $  derselben  liegt  (also 
das  Spiegelbild  der  Curve  in  Bezug  auf  diese  Tangente),  und  bestimmt 
man  den  zu  P  symmetrisch  gelegenen  Punkt  /\  in  der  zweiten  Curve, 
so  bilden  P^  und  P^^  mit  der  Tangente  gleiche  Winkel;  die  Verlänge- 
rung von  Pj^  ist  demnach  der  rcflectirte  Strahl  (vergl.  Taf.  I,  Fig.  3). 
Lttsst  man  die  zweite  Curve  auf  der  gegebenen  abrollen,  so  durch- 
wandert der  Einfallspunkt  iß  die  letztere  und  ist  stets  der  momentane 
Pol  für  die  Bewegung.  Der  Punkt  P,  bleibt  dabei  immer  in  symmetri- 
scher Lage  zu  P  in  Bezug  auf  die  augenblickliche  Tangente  beider  Cur- 
ven;  die  Linien  P^^^  sind  nach  2)  stets  die  Normalen  der  vom  Punkte 
P^  beschriebenen  Uoulette;  die  Verlängerungen  dieser  Linien,  d.  h.  die 
refiectirten  Strahlen ,  umhüllen  demnach  die  Evolute  dieser  Roulette.  Aus 
dieser  Betrachtung  ergiebt  sich  der  folgende  Hauptsatz: 

12)  Die  zu  einem  gegebenen  strahlenden  Punkte  P  ge- 
hörige kaustische  Linie  einer  Curve  ist  dieEvolute  derjeni- 
gen Konlotte,  welche  ein  Punkt  P^  beschreibt,  der  mit  einer 
zweiten,  der  gegebenen  congrnonten  Curve  in  symmetrischer 
Lage  zu  dem  strahlenden  Punkte /^  fest  verbunde.n  ist,  wäh- 
rend diese  zweite  auf  der  gegebenen  so  abrollt,  dass  sich 
beide  Curvon  stets  in  entsprechenden  Punkten  berühren.* 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  sind  im  Folgenden  die  kaustischen  Linien 
für  den  Kreis,  für  die  Parabel  und  die  Ellipse  bebandelt.  Damit 
sind  zugleich  die  wichtigsten  Bestimmungen  der  zugehörigen  Rouletten 
und,  infolge  des  Zusammenhanges  zwischen  diesen  und  den  Fusspunkt- 

^  SaimoM,  Higher  plane  eurves  1852  No.  123,    Grosse,  Dissertation  1878. 
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meu  und  die  Krümmungsmittelpunkte  liegen  auf  demselben.     Durch  den 

Werth   r  =  j/^*  — 2*  sind  zwei  Strahlen   zu  beiden  Seiten  dieses  Durch- 
messers bestimmt. 

Einem  jeden  solchen  Maximum  oder  Minimum  der  Krümmung  der 
Koulette  muss  ein  Rückkehrpunkt  der  Evolute  entsprechen;  es  folgt 
hieraus  der  Satz: 

I 

22)  Die  kaustische  Linie  des  Kreises  hat  vier  Rückkehr- 
punkte,  von  denen  zwei  in  dem  durch  den  strahlenden  Punkt 
gehenden  Durchmesser  oder  dessen  Verlängerung,  die  bei- 
den anderen  symmetrisch  zu  beiden  Seiten  desselben  liegen. 

a)   Rückkehrpunkt  für  den  Einfallsstrahl  von  der  Lftnge  r  =  g~z. 

Da  dieser  Strahl  mit  der  Tangente  im  Einfallspunkte  einen  rechten 
Winkel  bildet,  so  erhält  man  für  die  Länge  r^  des  reflectirten  Strahles 
bis  zum  Berührungspunkte  mit  der  kaustischen  Linie  nach  dem  Savary- 
schen  Satze  5)  die  Gleichung 

d.  h.  Q  ist  das  harmonische  Mittel  zwischen  q—z  und  r^,  oder: 

23)  Der  erste  Rückkehrpunkt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  PunktP  theilen  denjenigen  Radius,  auf  welchem 
P  liegt,  harmonisch. 

Rückt  P  in  die  Mitte  des  Radius,  so  liegt  der  Rückkehrpunkt  im 
Unendlichen.  Die  auf  einem  Radius  gelegenen  strahlenden  Punkte  bil- 
den mit  den  zugehörigen  ersten  Rückkehrpunkten  eine  involutorische 
Punktreihe. 

ß)  Bttekkehrpunkt  Ar  den  EinfSallsstrahl  von  der  Lftnge  rz=Q  +  z, 

Wird  die  Länge  des  reflectirten  Strahles  bis  zu  diesem  Rückkehr- 
punkte mit  r^  bezeichnet,  so  ergiebt  der  Savary'sche  Satz 

d.  h. : 

24)  Der  zweite  Rückkehrpunkt  der  Brennlinie  und  der 
strahlende  Punkt  P  theilen  den  Radius,  dessen  Rückver- 
längerung  durch  P  geht,  harmonisch. 

y)  Die  Büokkehrpunkte  für  die  Einfallsstrahlen  von  der  Lftnge  r=]K9*^*. 

Aus  dem  Werthe  für  r  ist  ersichtlich,  dass  derjenige  Strahl,  dessen 
reflectirter  Strahl  durch  einen  dieser  beiden  Rückkehrpunkte  geht,  senk- 
recht zu  dem  durch  P  gehenden  Radius  stehen  muss.     Die  Länge  r^  des 
reßectirten  Strahlee  bis  zum  Bückkehrpunkte  ist  in  diesem  Falle  nach  20) 
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Wie  schon  oben  erwähnt  wurde ,  ist  das  Vorkommen  einzelner  Fälle 
abhängig  von  der  Excentricität  der  Ellipse.  Die  Fälle  III,  IV  und  V 
sind  immer  möglich,  selbst  wenn  c  =  0,  die  Ellipse  also  in  einen  Kreis 
tibergegangen  ist;  die  Resultate  stimmen  dann  mit  den  früher  ftir  den 
Kreis  direct  gefundenen  ttberein.  Ist  c^b,  so  sind  alle  fünf  Fälle  mög- 
lich ;  ist  c  =  b^  so  kann  Fall  I  nicht  vorkommen ;  ist  c  <  6,  so  können 
die  Fälle  I  und  II  nicht  stattfinden.  Es  soll  mit  Rücksicht  auf  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Ellipse  hier  noch  besonders  folgender  Fall  erörtert 
werden : 

58)     Der  strahlende  Punkt  liegt  im  Mittelpunkte  der  El- 
lipse; es  ist  also  z  =  0. 

A.  Es  s^i  c'^b.  Die  Brennlinie  ist  unter  dieser  Voraussetzung  ein 
specieller  Fall  der  unter  Fall  I  betrachteten  Curven.  Die  zur  Bestim- 
mung der  Ausgangspunkte  der  Asymptoten  dienende  Gleichung  47)  geht, 
wenn  z  =  0  gesetzt  wird,  über  in  die  einfachere 

^  == 3^-'  *^^  '''  y  =-3^- 

Die  beiden  Werthe  von  x  unterscheiden  sich  demnach  hier  nur  durch 
die  Vorzeichen,  d.  h.  die  vier  Asymptoten  liegen  in  diesem  Falle  auch 
zu  je  zweien  symmetrisch  zur  kleinen  Axe;  ihre  Schnittpunkte  liegen 
also  einerseits  in  der  grossen  imd  andererseits  in  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe.  Die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  der  Asymptoten  mit 
der  grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  sind  hier  nach  56) 


^1  -  ±      ;iq:72 


und  die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  mit  der  kleinen  Axe  vom  Mittel- 
punkte sind  , 

Die  Axen  der  Ellipse,  resp.  die  Verlängerungen,  sind  zugleich  Tangen- 
ten in  den  Rückkehrpunkten  der  Brennlinie.  Zwei  Rückkehrpunkte  liegen 
innerhalb  der  Ellipse  auf  der  grossen  Axe;   ihre  Entfernungen  von  den 

Scheiteln  sind  nach  54) 

__    _     ab*    _      ab^ 
^""^"■ö«  +  c»""2a2-62- 

Die  beiden  anderen  liegen  ausserhalb  der  Ellipse  in  den  Verlängerungen 
der  kleinen  Axe;  denn  ihre  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  letz- 
teren sind  nach  53) 

_      a^b 


«bo  hier  negativ.     Die  in  den  Entfernungen   +-'j/2c*—a*  vom  Mittel- 
inkt  rar  kleinen  Axe  parallel  liegenden  Geraden  sind  die  Scheiteltan- 
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■  ^  -.-_,., 


Strecke  kein  Bückkehrpnnkt  liegt.  Setzt  man  nacbeinander  die  Abacisse 
des  Einfallspnnktes  gleich  a  and  gleich  —  a,  so  erhält  man  die  beiden 
Krümmungsradien  R^  and  A|,  welche  za  den  in  der  grossen  Axe  liegen- 
den Bückkehrpnnkten  der  Brennlinie  gehören: 

/^i  =  a«  +  c*-2fl2    ^^^    ^-««  +  c«  +  2flz- 

Setzt  man  andererseits  ar=?,  so  erhält  man  den  Krfimmangsradins  iZ|, 
welcher  zu  einem  der  beiden  anderen  Bückkehrpnnkte  gehört: 


_     2fl6»^a»-z» 


Ist  2  >  —  ^2  c^  —  a\  so  liegt  zwischen   einem  anf  der  Aze  befindliehen 

c 

Bückkehrpnnkte  nnd  je  einem  der  beiden  anderen  Punkte  ein  endliches 
Bogenstück,  dessen  Länge  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  i?^ — B^  ist 
Ist  die  kaustische  Linie  eine  geschlossene  Curve  (Fall  III),  so  ist  der 
Umfang  u  derselben  gleich  dem  absoluten  Werthe  von  4i^  — 2^^  —  2A|, 

also  

ti  _       6»][/^«^«  (fl«4.zt)(qt^c>)  — 4fl«z» 

±8a""a*-2/iV  +  c«z«  (a»+c«)«  — 4fl«z«      ' 

Liegt  der  strahlende  Punkt  im  Scheitel  der  reflectirenden  Ellipse,  ist  also 
2s=a,    so    hat   die    zugehörige  kaustische  Linie  hiemach  den    Umfang 

3ii*  +  r«* 
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A  (yi)  =  «0  «"y/  +  «1  «"""^  y/" '  +  ^ji«"-*!/i"-'  + . . .  +  ^'•i-i  «yi  +  «•  =  o. 

Sobstitnirt  man  nnn  in  fi(yi)  für  y^  der  Reihe  nach  die  Wertho 

^»  1»!  I  ^i^j  i|3,  ...  1,9,  2, 
80  mnss  die  Function  fiiyi)  in  dieser  Reihe  wenigstens  einmal  das  Zei- 
chen wechseln.  Einmal  wird  dieses  der  Fall  sein ,  wenn  zwischen  a  und 
2a  nur  eine  Wnrzel  der  gegebenen  Gleichung  liegt;  liegen  dagegen 
zwischen  diesen  Grenzen  mehrere  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung,  so 
muss  fi{yi)  bei  Substitution  der  genannten  Reihe  von  Werthen  fQr  jf^ 
mehrmals  einen  Zeichenwechsel  aufweisen.  Im  letztem  Falle  wollen  wir 
der  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  man  habe  die  a  zunftchstliegende 
Wnrzel  der  gegebenen  Gleichung  zu  finden.    Durch  die  oben  angegebenen 

ß 
Substitutionen  findet  man   also  immer  für  y^  zwei  Werthe  1+^7:  and 

ß+l 
l  +  -r^  dergestalt,  dass 

also 

ist.     Im  Falle,  dass  sich  mehrere  derartige  Werthepaare  finden,  nehmen 
wir  nach  den  obigen  Festsetzungen  das  kleinste.    Wir  setzen  dann  weiter 

wo,  fUr  )'  <  10,  ^2  nothwendig  die  Form  haben  muss 


Denn  wäre 


so  müsste 

sein,  was  aber  mit  den  obigen  Annahmen  unvereinbar  ist.  Wenn  nun 
nun  den  für  y^  angenommenen  Ausdruck  in  die  obige  erste  transformirte 
Gleichung  einsetzt,  so  erhalten  wir  die  zweite  transformirte  Gleichung 

/i  w = «0«"  (1 +^)V + «1«"-»  (1 +^)"~'j'«"-' 

Snbstitnirt  man  nnn  für  y,  der  Beihe  nach  die  Werthe 

1,     1,01,     1,02,  ...  1,09,     1,1, 

80  mnss  die  Function  f^iy^)  irgendwo  in  derselben  einen  Zeichenweehsel 
^rJeiden  (oder  »ueb,  im  Falle  ^e  gegebene  GV«\cV»ui<g  nahe  beiauoineii- 
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liegende  Wurzeln  hat,  mebrere  Zeichen  Wechsel ,  was  wir  nach  dem  Obi- 
gen nicht  femer  zu  berücksichtigen  brauchen).    Angenommen ,  man  fünde 

also 

Setken  wir  dann  weiter 

wo  y,  nothwendig  von  der  Form 

^+1000  ■*"••• 

ist,   so   erbalten  wir  durch  Substitution  in  fi{yi)  =  0  die  dritte  transfor- 
mlrte  Gleichung 

+  ...  +  «._i«(n-^)(n-j^)y,  +  fl.  =  0. 

Indem  man  für  y^  nachstehende  Werthereihe  substituirt: 

1,     1,001,     1,002,  ...  1,009.     1,01. 
finde  man  etwa 

also 

6  i  +  1 

'  ^  +  1000^^»^^"'"  lÖÖÖ' 
Man   setze  dann  weiter 


^'={^+TmW 


wodurch  man  eine  vierte  transformirte  Gleichung  erhält  u.  s.  w.  Wie 
man  so  fortfahren  kann,  ist  klar.  Man  erhält  also  durch  successive  Sub- 
atitntionen 

Der  letzte  Coefficient  der  aufeinander  folgenden  transformirten  Gleich- 
ungen bleibt  stets  ungeändert;  die  vorhergehenden  nähern  sich,  wie  aus 
den»  Obigen  hervorgeht,  immer  mehr  bestimmten  Grenzwerthen.  Wenn 
dieaelben  bei  der  beabsichtigten  Annäherung  diese  QteiiibvretlYi^  «tt^\0(iV 
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>  ^  **^  •'»^^^^«'■^^  ^^v^^,Ä^^i^^«r  *^**« 


haben ,  so  moss  die  algebraische  Summe  aller  Coefficienten  der  Null  gl^ch 
sein,  indem  dann  für  die  erstrebte  Genauigkeit  die  eine  Wursel  der  leta- 
ten  transformirten  Gleichung  sich  nicht  mehr  von  Eins  unterscheidet. 
Man  braucht  aber  die  Bechnung  nicht  bis  dahin  fortzusetzen;  wenn  man 
bis  zur  m'®"  transformirten  Gleichung 

gekommen  ist,  in  welcher  f/m  schon  sehr  nahe  an  1  liegt,  so  setze  man 

wo  jetzt  z  ein  sehr  kleiner  positiver  echter  Bruch  ist.  Yernachlftssigt 
man  dann  alle  höheren  Potenzen  von  s,  so  kommt 

*o  +  ^1  +  *«  +  •••  +  *fi-l  +  ^n 

«^+(W   —   l)^    +    ...    +    6,_i* 

Die  Coefficienten  der  transformirten  Gleichungen  sind,  wie  die  An- 
sicht des  Obigen  lehrt,  sämmtlich  Producte,  und  zwar  bilden  sich  die 
Coefficienten  jeder  folgenden  transformirten  Gleichung  aus  denen  der 
vorhergehenden  durch  Hinzuftigung  eines  neuen  Factors,  welcher  Um- 
stand, da  man  sich  der  logarithmischen  Tafeln  bedienen  kann,  die  Be- 
rechnung sehr  erleichtert.  Da  weiter  für  die  höheren  transformirten 
Gleichungen  die  hinzukommenden  Factoren  immer  näher  an  EUns  rücken, 
so  wird  die  Bildung  derselben  immer  leichter,  je  höher  die  Ordnungszahl 
derselben  steigt,  da  maii  fQr  grosso  m  einfach  setzen  kann 


{'+w)'='+ 


Besonders  erleichtert  würde  die  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 
nach  dieser  Methode,  wenn  man  sich  ein-  für  allemal  eine  Tafel  berech- 
nete, welche  bis  zu  einer  bestimmton  Grenze  die  Werthe  der  aufeinander 
folgenden  Potenzen  und  deren  Logarithmen  von  folgenden  Zahlen  ent- 
hielte: ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^  ^ 

1,1,  1,2,  1,3,         ...  1,9, 

1,01,         1,02,         1,03,       ...   1,09, 
1,001,       1,002,       1,003,     ...  1,009, 
1,0001,     1,0002,     1,0003,  ...  1,0009  u.  8.  w. 

Läge  etwa  bei  der  m^®°  transformirten  Gleichung  der  Werth  von  y^n  zwi- 
schen 1  und  1  -f-  T-zr- ,   so   würde   man   selbstverständlich  sofort  zur  Sub- 

lü"* 

stitution  der  folgenden  Werthereihe: 

^"''10«+*'       ^"^TcrH-^i'      ••    ^+10'"+' 
schreiten ;  der  der  m*®"  Gleichung  entsprechende  Factor  in  der  Entwicke- 
lung  von  X  fiele  "^ann  aus. 

Zahlenbeispiel.     Wir  wollen  nach  dem  auseinandergesetzten  Ver- 
fahren die  folgende,  oft  als  Beispiel  benutzte  Gleichung 
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«  =  2,094551, 

was  mit  dem  von  Fonrier  gefundenen  Werthe  bis  rar  sechsten  Deei- 
male  inclusive  übereinstimmt. 

n.    Entwiokelung  der  Wurieln  einer  algebraitehen  numarisehen 

Oleiohung  in  eine  Kettenreihe. 

Unter  einer  Kettenreihe  verstehen  wir  einen  Ausdruck  von  folgen- 
der Form:  b       c        d        e 

wo  A,  6,  c,  (f,  e^  ,..  B  beliebige  ganze  positive  Zahlen  sind.  Seist  man 
die  Zahl  B^  die  wir  als  die  Basis  der  Kettenreihe  bezeichnen  wolleoi 
gleich  10)  so  verwandelt  der  Ausdruck  sich  in  einen  gewöhnlichen  De- 
cimalbruch.  Wir  wollen  nun  sehen ,  wie  man  die  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung  in  eine  Kettenreihe  mit  beliebig  gewählter  Basis  entwickeln 
kann.     Die  gegebene  Gleichung  sei  wieder 

f(jr)  =  OqX''  +  öj«"  -  *  +  a^x" -^  + . . .  +  tf.-i»  +  fl,  =3  0. 

Die  zu  suchende  Wurzel  wollen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Angen 
zu  haben  f  immer  als  positiv  annehmen.  Man  habe  nun  wieder  dnreh 
Versuche  gefunden ,  dass  eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung  zwischen 
a  und  cir-|-l  liege;  wir  setzen  dann 

unter  B  die  beliebig  angenommene  Basis  der  zu  entwickelnden  Ketten- 
reihe verstanden ,  wo  also  y^  nothwendig  kleiner  als  B  sein  muss.  Seist 
man  diesen  Ausdruck  in  die  gegebene  Gleichung  und  entwickelt  die 
Function  derselben  nach  der  Taylor' sehen  Formel,  so  kommt 

A(«)+r(«)-|+^;r'(«)|^+^r(«).|I+.-. 

woftlr  wir  auch  schreiben  können 

Dies  ist  die  erste  transformirte  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von 
y^  dient.  Wir  substituireu  in  dieselbe  die  Werthereihe  1,  2,  ...  bis  B. 
Die  Function  fiiyi)  muss  zwischen  diesen  Grenzen  einen  Zeichenwechsel 
erleiden ;  wenn  im  Falle  nahe  beisammenliegeuder  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung  in  demselben  Intervall  mehrere  Wechsel  auftreten  sollten,  wol- 
len wir  der  bestimmten  Vorstellung  wegen  die  kleinste  Wurzel  als  die 
gesuchte  annehmen.  Gesetzt  nun ,  der  Zeichenwechsel  trete  ein  zwischen 
j/j=ß  und  yj=/J  +  l;  wir  setzen  dann  weiter 
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^^^r^  ^   ^^  ^^^</w     ^    «     tf 


Wie  schon  oben  erwähnt  wurde ,  ist  das  Vorkommen  einselner  FSlle 
abhängig  von  der  Excentricität  der  Ellipse.  Die  Fälle  III,  IV  und  V 
sind  immer  möglich,  selbst  wenn  c  =  0,  die  Ellipse  also  in  einen  Kreis 
tibergegangen  ist;  die  Resultate  stimmen  dann  mit  den  früher  für  den 
Kreis  direct  gefundenen  überein.  Ist  c^b,  so  sind  alle  fünf  Fälle  mög« 
lieh ;  ist  c  =  b^  so  kann  Fall  I  nicht  vorkommen ;  \Bt  c  <^b^  so  können 
die  Fälle  I  und  II  nicht  stattfinden.  Es  soll  mit  Rücksicht  auf  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Ellipse  hier  noch  besonders  folgender  Fall  erörtert 
werden : 

58)     Der  strahlende  Punkt  liegt  im  Mittelpunkte  der  El- 
lipse; es  ist  also  2  =  0. 

A.  Es  s ^i  c^b.  Die  Brennlinie  ist  unter  dieser  Voraussetzung  ein 
specieller  Fall  der  unter  Fall  I  betrachteten  Curven.  Die  zur  Bestim- 
mung der  Ausgangspunkte  der  Asymptoten  dienende  Gleichung  47)  geht, 
wenn  z  =  0  gesetzt  wird,  über  in  die  einfachere 

,      a«(2c«-a«)      ,       .        ,       a^-'d^ 
^=         3.«         '  *^"  '''  y  ="3^- 

Die  beiden  Werthe  von  x  unterscheiden  sich  demnach  hier  nur  durch 
die  Vorzeichen,  d.  h.  die  vier  Asymptoten  liegen  in  diesem  Falle  auch 
zu  je  zweien  symmetrisch  zur  kleinen  Axe;  ihre  Schnittpunkte  liegen 
also  einerseits  in  der  grossen  und  andererseits  in  der  Verlängerung  der 
kleinen  Axe.  Die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  der  Asymptoten  mit 
der  grossen  Axe  vom  Mittelpunkte  der  Ellipse  sind  hier  nach  56) 

und  die  Entfernungen  der  Schnittpunkte  mit  der  kleinen  Axe  vom  Mittel- 
punkte sind  , 

_      cj/3fl^-3c* 

Die  Axen  der  Ellipse,  resp.  die  Verlängerungen,  sind  zugleich  Tangen- 
ten in  den  Rückkehrpunkten  der  Brennlinie.  Zwei  Rückkehrpunkte  liegen 
innerhalb  der  Ellipse  auf  der  grossen  Axe;  ihre  Entfernungen  von  den 
Scheiteln  sind  nach  54) 

Die  beiden  anderen  liegen  ausserhalb  der  Ellipse  in  den  Verlängerungen 
der  kleinen  Axe;  denn  ihre  Entfernungen  von  den  Endpunkten  der  letz- 
teren sind  nach  53) 

_      Q^b 


also  hier  negativ.     Die  in  den  Entfernungen   +  —  ^2c^  — a*  vom  Mittel- 
puakt  zur  kleinen  Axe  parallel  liegenden  Geraden  sind  die  Scheiteltan- 
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Dies  ist  ein  genauerer  Werth  für  die  Wurzel  der  f&nften  transformirten 
Gleichung.     Einen   noch  weit  mehr  angenftherten  aber  kann  man  jetst 
finden ,  wenn  man  in  die  zwei  ersten  Glieder  jener  Gleichung  für  ff^  den 
vorigen  Werth  5,1483  einsetzt;  man  erhält  so 
und  dadurch  y.»  +  628350y,*  =  16654546. ... 

111607907500y,  =>  574591375000  - 16654546 

ys = fiimnnH = 5.14815422. 

Somit  können  wir  endlich  mit  grosser  Annäherung  die  gesuchte  Wurmel 
der  gegebenen  Gleichung  angeben: 

''^^  +  W  +  W  +  W  +  "'^y^  =  2.0946514815422 ; 

es  stimmt  dieser  Werth  mit  dem  von  Fourier  gefundenen  bis  auf  die 
zwölfte  Decimale  überein. 

Zweites  Zahlenbeispiel.  Wir  wollen  wieder  dieselbe  Gleichung 
wie  vorhin,  als  Basis  der  zu  entwickelnden  Kettenreihe  dagegen  jetzt 
eine  grössere  Zahl,  etwa  40,  nehmen.    Wir  setzen  also 

^40 

und  erhalten  die  erste  transformirte  Gleichung 

yi»  +  6.40.yi«+10.40«.yi-l.40«  =  0 
oder 

1)  fi  (»1)  =  yi'  +  240^1«  +  leOOOy,  -  64000  =  0. 

Man  findet  aus  derselben 

3<yi<4, 

so  dass  wir  die  Subsitution  zu  machen  haben 

Znr  Bildung  der  zweiten  transformirten  Gleichung  berechnen  wir  lUMh- 
stehende  Zahlwerthe: 

/•,    (3)  =  -13813, 

f'i  (3)  =  [3yx»  +  480^1  + 16000],  =  17467, 

rx(3)=[6yj  +  480],  =  498. 

r,(3)  =  6. 

Hiernach  wird  die  zweite  transformirte  Gleichung 

fi  iSt)  =  y«'  +  249 .  40  y,«  + 17467. 40«.  y»  - 13813 .  40»  =  0 
oder 

2)  /i(y,)  =  y,»  +  9960y,«  +  27947200y,  -  884032000  =  0. 
Diese  Gleichung  liefert 

1.         •.  31<y,<32. 

60  dass  zu  nehmen  ist 

y,=3i+g. 

Wir  finden  nun 
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Stromverzweigungsproblem  für  eine  Reihe  von  verschiedenartig  geformten 

Platten  gelöst.     Dabei  wurde  für  (i  eine  anbestimmte  Randbeiegang  der 

Platte  angenommen ,  so  dass  die  Dichtigkeit  als  Fnnction  von  s  in  einer 

Reihe  mit  anbestimmten  Coefficienten  entwickelt  gedacht  wnrde.     Dann 

wurden  diese  Coefficienten  bestimmt  durch  die  Bedingung,  dass  das  Ge- 

dV 
sammtpotential  V  am  ganzen  Rande  —  =  0   ergeben  muss.     Es  stellte 

sich  nun  in  allen  durchgeführten  Fällen  heraus,   dass  die  so  gefundene 

Randbelegung    ersetzt   werden  kann   durch   zwei  gleiche  Punktsysteme, 

deren  jedes   einem  der  Pole  coordinirt  ist;   in  jedem  Punkte  des  einen 

Systems  war  die  Masse  +m,  des  andern  —  m  concentrirt;  das  Potential 

V  blieb  bei   dem  Ersatz   der  Randbelegung  durch  jene  beiden  äusseren 

Punktsysteme  in   allen   Punkten   der   Platte  unverändert,   so  dass  jene 

beiden  Punktsysteme    ebenfalls    als    das  gesuchte  fi  angesehen  werden 

konnten:   das  eine  von   ihnen  als  fi^,   das  andere  als  fig*     Dies  führte 

mich  auf  den  Gedanken,   die  Lösung  direct  so  zu  versuchen,   dass  ich 

ein  Punktsystem  fi|  bestimmte,  welches  mit  -f-m  in  dem  einen  Polpunkte 

dV 
am  ganzen  Rande  —  =/*(*)  ergab,  wo,  wie  oben,  f{s)  von  der  speciellen 

Lage   des  Poles  und   des  äusseren,  ihm  coordinirten  Punktsystems  un- 
abhängig sei. 

Auf  solche  Weise  gelang  es  mir,  die  Massenvertheilungen  (i^  und  ^ 
für  eine  ganze  Reihe  von  Platten  zu  bestimmen ,  für  welche  eine  Lösung 
auf  dem  gewöhnlichen  Woge  schon  deswegen  undenkbar  war,  weil  die 
Randcurve  nicht  durch  eine  bestimmte  Gleichung  dargestellt  werden  konnte, 
wie  z.  B.  für  eine  Platte,  welche  die  Form  eines  Yiertelkreises  hat. 

Es  sei  nun  x  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Platte,  5,  5j,  s^,  s^  ... 
seine  Entfernungen  von  dem  Pole  P^  und  den  verschiedenen  Funkten 
des  Systems  ^,  femer  a,  <r,,  a^,  c^,  ...  seine  Entfernungen  von  dem 
Pole  P2  und  den  Punkten  des  Systems  fi^.  Dann  ist  das  Potential  V 
im  Punkte  x  gleich 

F  =  +  m  /(/  s  +  Hl  ty  .V,  '\'  m  lg  s^  —  m  Ig  0  —  m  Igo^  —  inlgo^  —  ... 
=  »I  lg  — ^-^ . 

Die  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  war  daher 


0  <Jj  Öj  Ög  , 

wo  C  eine  beliebige  Constante.  Die  orthogonalen  Trajectorien  dieses 
Curvensystems  waren  dann  die  gesuchten  Strömungscurven.  Man  sieht 
«boy  dass  durch  Aufsuchung  der  erwähnten  äusseren  Punktsysteme  das 
Problem  in  gewissem  Sinne  als  gelöst  betrachtet  werden  konnte.  Ich 
gehe  nun  über  zur  successiven  Darlegung  der  von  mir  behandelten  Fälle. 
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fii  angeben,  welches  dem  Pole  /\  coordinirt  ist.  Man  hat  sich  dann 
jedesmal  das  entsprechende,  dein  andern  Pole  coordinirte  System  f4  dain 
zu  denken. 

2.  Ein  Yiertelkreis.     Es  sei  P\  (Fig.  3)  dem  Polpnnkte  P^  con* 

jugirt,   Q^  ,nnd  ff^  die  Spiegelpunkte  von  P^  und  P^  in  Bezug  auf  den 

Rand  AB  und  endlich  R^^  R^^  5|,  S\  die  Spiegelpunkto  von  /\,  P\^ 

Oiy  Q\  1^  Bezug  auf  den  Rand  AC.     Dann  besteht  das  gesuchte  äussere 

System  fi^   aus  den  sieben  Punkten  P'^,  On  Q\y  Äj,  Ä'j,  5^,  S'j.     Ein 

Blick  auf  Fig.  3   genügt,   um  einzusehen,   dass  diese  Punkte  zusammen 

dV 
mit  dem  Pole  P^  an  den  Rändern  AB  und  AC  überall  'ö-^'^O  (Satz  A) 

dV 
und  am  Rande  BC  überall  -^  =  Consl.  ergeben  (Satz  B),    da   nämlich 

jedes  der  Punktepaare  (Pj,  /^j),  {Qi,Q\),  (Rj,  Ä'i)  und  (Äj,  S\)  in  Be- 
zug auf  den  Kreisbogen  coDJugirt  ist.  Das  dem  andern  Pol  P^  ent- 
sprechende Punktsystem  fij  ist  auf  der  Zeichnung  nicht  angegeben.  Dajs 
endgiltig  zu  findende  V  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  16  Punkten. 

3.  Ein  Achtelkreis.  ^^C(Fig.  4)  ist  die  gegebene  Platte.  Das 
äussere  System  besteht  aus  15  Punkten  P'j,  a,  fr  ...  o.  Hier  ist  P\  con- 
jugirt  dem  Polpunkte  P^ ,  ferner  APi=^  Aa  =  Ac  =  Ae:=  Ag'=  Ak=s  Am 
=^Ao  und  <X,  AP\==Adz=Af=Ah==Ai  =  Jl==an  und  <tP^AC^ 
<):^cAb  :=^ZdAE=  <YJA  E-^-ihAD^K^f^  iAD  =  <)'ZIAF==  <  n  AF, 
wo  EF }_DC  steht.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  die  Punkte  symmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  die  Ränder  AB  und  AC  und  paarweise  conjugirt  in 
Bezug  auf  den  Rand  BC, 

7t 

4.  Ein  Kreissector,  dessen  Winkel  an  der  Spitze   —  ist. 

'^  n 

wo  n  eine  ganze  Zahl.  Das  System  fi^  besteht  aus  4/2—1  leicht  zu  con- 
struirenden  Punkten.  Das  gesuchte  V  ist  somit  Potential  von  2(4n  — 1) 
-|-2  =  8/t  Punkten  und  hat  die  Form 

Auf  Fig.  5  sind  beispielsweise  die  Punkte  des  Systems  fi^  für  den 
Fall  n  =  3  gez^chnet;  sie  sind  symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Ränder 
BA  und  CA  und  paarweise  conjugirt  in  BeafUg  auf  den  Rand  CB, 

2n 

Für  den  Fall,   dass  der  Winkel  an   der  Spitze  gleich  z: — tt  i«*! 

2w-|-l 

lässt  sich   das  Punktsystem  fi^   nur  dann  construiren,   wenn  die  beiden 

Polpunkte  auf  der  den  Winkel  halbirenden  Geraden  liegen. 

5.  Eine  unendlich  grosse  Platte,   welche  die  Form  eines 

rechten  oder  spitzen  Winkels  a  hat,  wo  a^— .  Das  System  fA| 
besteht  aus  den  2ft  — 1  optischen  Spiegelpunkten  des  Poles  P^  in  Besug 
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CD  sjmmetriscben   kreisförmigeD  Punktsystemen  (Fig.  U).     Führt  man 
dipolare  Coordinaten  ein,  so  kann  man   V  in  eine  Reihe  entwickeln. 

10.  Eine  unendliche,  von  zwei  parallelen  Geraden  be- 
grenzte Platte,  fij  besteht  aus  dem  System  der  optischen  Bilder  des 
Poles  P^  in  Bezug  auf  die  beiden  begrenzenden  Geraden.     Eis  ist  nämlich 

dV 
in  diesem  Falle  an  beiden  Rändern   -tt^  =  0. 

dn 

11.  Eine  unendliche  Platte,  in  welcher  ein  Kreis  aus- 
geschnitten ist.  fi^  besteht  aus  dem  einen  Punkte  P\^ig'  12)  inner- 
halb des  Kreises,  welcher  dem  Polpunkte  P^  conjugirt  ist.  Das  gesuchte 
V  ist  also  das  Potential  der  rier  Punkte  Pj,  P'j,  Pj,  P\y  so  dass  die 
allgemeine  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  ohne  Weiteres  in 
Polarcoordinaten  niedergeschrieben  werden  kann. 

12.  Eine  unendliche  Platte,  aus  welcher  zwei  beliebige 
Kreise  ausgeschnitten  sind.  fi|  besteht  aus  einem  kreisförmigeü 
Punktsystem,  welches  man  erhält,  wenn  man,  vom  Pole  P^  ausgehend, 
successive  in  Bezug  auf  beide  Kreise  conjugirte  Punkte  construirt;  diese 
liegen  auf  dem  durch  P^  und  die  beiden  Grenzpunkte  A  und  B  bestimm- 
ten Kreise.  Durch  Einführung  von  dipolaren  Coordinaten  kann  man  die 
allgemeine  Gleichung  der  Curven  constanten  Potentials  unschwer  auf- 
stellen. 

13.  Eine  unendliche  Platte,  die  von  einer  Geraden  be- 
grenzt wird,  mit  halbkreisförmigem  Ausschnitt.  |lc,  besteht  aus 
den  drei  Punkten  O^,  0\  und  P\,  wo  Q^  dem  Polpunkte  P^  conjugirt, 
Q\  und  P\  dagegen  die  Spiegelpunkte  jener  in  Bezug  auf  den  Rand 
ABCD  sind.  Ebenso  besteht  f^  aus  den  Punkten  P\^  Q^  und  Q\.  Das 
gesuchte  V  im  Punkte  x  ist  also  das  Potential  von  im  Ganzen  acht 
Punkten. 

Es  ist  interessant,  bei  diesem  Falle  die  Wirkung  des  Randes  näher 
zu  betrachten.  Wäre  die  Platte  nach  allen  Seiten  hin  unoegrenzt,  so 
würde  die  in  einem  Punkte  x  der  Platte  wirkende  Kraft  einfach  die  Re- 

sultante  zweier  von  />.  und  P,  ausgehenden  Kräfte  +  -^  und  -    " 


P^X  P^x 

sein.  Ist  die  Platte  von  einer  ununterbrochenen  Geraden  AD  begrenzt, 
S9  muss  man  noch  die  Wirkung  der  zwei  Spiegelpunkte  P\  und  P\  hin- 
zufügen ,  wodurch  gleichsam  die  durch  den  Rand  in  den  Strömungscurven 
hervorgerufenen  Veränderungen  repräsentirt  werden.  Hat  die  Platte  über- 
dies den  Ausschnitt  BC^  so  kommt  noch  die  Wirkung  von  vier  Punkten 
Q\i  O'ii  O^y  0\  hinzu,  von  denen  zwei  positive  und  zwei  negative  Massen 
enthalten.  Diese  Wirkung  ist  nur  in  der  Nähe  des  Randes  BC  von 
merklicher  Grösse  und  giebt  uns  ein  Bild  von  den  durch  den  Au89chnitt 
in  niehater  Nähe  derselben  hervorgerufenen  Perturbationen  in  dem  Ver- 
Iftnfe  der  Strömiingacurven. 
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Was  die  erste  Frage  betrifft,  so  sei  JOB  (Fig.  17)  die  gegebene 
Platte,  P^  and  P^  die  Polpnnkte  and  MN  eine  ganz  beliebige  Carve  5, 
welche  aber  so  verläuft,  dass  die  beiden  Pole  zwischen  ihr  and  derSpitse 
0  liegen.  Da  kein  Verlast  von  Elektricität  stattfindet,  so  mnss  die  ge- 
*  sammte  über  S  hinüberfliessende  Elektricitätsmenge  Null  sein.  Dies  flOhrt 
ans  zu  der  Bedingung: 

IV.    Es  muss  für  jede  beliebige,  zwei  Randpunkte  M  und  N  verbin- 
dende und  nicht  zwischen  den  Polen  hindurchgehende  Curve  S 


S\ 


_     d5=0 

an 

sein. 

Ich  will  nun  beweisen  den 

Satz  1.  Genügt  V  den  Bedingungen  I«<-"III,  so  ist  die 
Bedingung  IV  eo  ipso  erfüllt. 

Beweis.  Wir  umgeben  die  Pole  mit  kleinen  Kreisen  a^  und  o^, 
deren  Radius  r  sei,  und  wenden  auf  das  von  den  Curven  S,  (r^,  c^  und 
den  Geraden  MO  und  ON  begrenzte  Flächenstück  die  Formel 

an.     Da  />«F=0  ist  (Bed.  I),  so  verbleibt 

wo  da  ein  Element  des  geradlinigen  Randes  sei.     An  diesem  Rande  ist 

aber  5— =  0  (Bed.  III),  also  ist    1  ^-  da  =  0:  ferner  ist    /  ^— rföi  =  +A 
cti  %/    011  %/    Oft 

/dV 
—  (/a^  =  -—/',   wo   f  der  Stromstärke  proportional  ist.     Es  ver- 
bleibt also 


j 


*aF 

on 


<]^.  d.  e. 

Ich  gehe  über  zu  der  zweiten  Frage  und  werde  nachweisen ;  dass 
das  Potential  V  durch  die  ^Bedingungen  I  —  III  eindeutig  bestimmt  wird. 
Für  eine  endliehe  Platte  ist  der  Beweis  bekanntlich  sehr  einfach;  viel 
schwieriger  ist  er  für  eine  unendlich  grosse  Platte. 

Denken  wir  uns  das  Problem  gelöst.  Dann  ist  V  das  Potential  von 
+  m  im  Pole  Pj,  —  m  im  Pole  P^  und  einer  gewissen  Randbelegung  fi. 
Ueber  diese  Belegung  fi  wollen  wir  vorerst  zwei  Sätze  beweisen. 

Erster  Satz.  Die  lineare  Dichtigkeit  q  der  Massen  f» 
strebt  für  unendlich  entfernte  Randpunkte  der  Null  zu. 

Beweis.  Es  seien  1/,  v^  w  die  Potentiale  der  Massen  -|-m,  —  m,  fi* 
dann  giebt  die  Bedingung  III 
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du     dv     dfv 

m 

Fflr  anendUeh  entfernte  Punkte  ist  aber  offenbar 

dw  dw 

Es  bleibt  mbo  :r>  &=  0.     Man  sieht  aber  ohne  Weiteres  ein ,  dass  r-   der 

on  dn 

Dichtigkeit  q  proportional  ist,  so  dass  p  =  0  verbleibt,  q.  d.  e. 

Zweiter  Satz.  Die  algebraische  Summe  M  der  Massen  fi 
ist  gleich  Null. 

Beweis.     Wir  wollen  das  Integral 

■ ,      /!='- 

betrachten,  ausgedehnt  über  einen  Bogen  von  unendlich  grossem  Radius, 
dessen  Mittelpunkt  in  0  sei.     Wir  wissen,   dass  für  unendlich  entfernte 

Punkte  jr-  sich  dem  Orenzwerthe  -^  nähert,  wo  R  die  Entfernung  jener 

Pnnkte  von  einem  andern,  im  Endlichen  liegenden  Punkte  bedeutet,  als 
welchen  man  die  Spitze  0  nehmen  kann.     Eis  ist  also 

/dV 
on 
folglich  ist  Af=0,  q.  d.  e.     Daraus  folgt  ein 

Dritter  Sa4z.  Die  Function  F,  welche  den  Bedingungen 
I  —  III  genügt,  strebt  für  unendlich  entfernte  Punkte  der 
Null  zu. 

Das  ist  klar,  wenn  man  bedenkt,  dass  V  das  logarithmische  Poten- 
tial der  Massen  +m,  —  m  und  fi  ist,  die  sämmtlich  im  Endlichen  liegen 
(erster  Satz)  und  deren  algebraische  Summe  Null  ist  (zweiter  Satz).  Nun 
erst  können  wir  an  unsere  Aufgabe  gehen  und  den 

Satz  2  beweisen.  Auch  für  eine  unendlich  grosse  Platte 
wird   V  durch  die  Bedingungen  I  —  III  eindeutig  bestimmt. 

Beweis.     Es  seien   zwei  Lösungen   V^  und    V^  möglich  und  es  sei 

V\-V\=ü. 
Dann  hat  27  folgenden  vier  Bedingungen  zu  genügen: 

1.  l]  und  seine  ersten  Differentialquotienten  mfistfen  auf  der  ganzen 
Platte  endlich  und  stetig  sein; 

2.  /^£r=0  auf  allen  Punkten  der  Platte; 

^    dV  • 

3.  X-  =  0  am  Rande; 

4.  I7ss0  fBr  unendlich  entfernte  Punkte  —  folgt  aus  dem  dritten 
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Rand  OB.  Wir  fügen  +*  und  —  *  auf  OF,  +*  und  —  f  »nf  OC, 
+  ''  und  —  r  auf  OD  hinzu  (Fig.  22).     Dann  heben  sieb  auf: 

1.  +5  auf  OF  und  +5  auf  OH  (Satz  C); 

2.  +»1  in  Pj,  +m  in  P\y  —s  auf  OF  und  — *  auf  06  (nach  der 
Definition  von  s); 

3.  +s  auf  00,  +s  auf  0^,   — r  auf  OD  und  — ^  »nf  OC  (nach 
der  Definition  von  r  und  ft); 

4.  +r  auf  OD  (Satz  C). 

Hiermit  sind  alle  Massen  erschöpft  und  bewiesen,  dass  am  gansen 

dV 

Bande  -^  =  0  ist. 

dn 

Nachschrift.  Zu  den  in  §  1  behandelten  FXUen  Ifisst  sich  noch 
hinzufügen : 

16.  Eine  unendliche  Platte  von  der  Form  eines  rechten  Winkebi 
an  dessen  Scheitel  ein  Stück  in  Form  eines.  Viertelkreises  aasgescbmttan 
ist,  dessen  Gentrum  mit  dem  Scheitel  des  rechten  J^inkels  saBanniifiii* 
fällt  —  fi^  besteht  aus  sieben  Punkten:  den  drei  Spiegelpnnkten  dca 
Poles  Pi  in  Bezug  auf  die  beiden  geradlinigen  Ränder  der  Platte  und 
den  vier  Spiegelpunkten  jener  drei  und  des  Poles  P^  in  Bexng  auf  den 
zum  vollen  Kreise  ergänzt  gedachten  viertelkreisförmigen  Rand.  V  ist 
also  das  Potential  von  16  Punkten, 

r.      ^  ,  1       28.  Nov.    ^^^^ 

St.  Petersburg,  den  ^TT-n —  1875. 

"  10.  Dec. 
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tW={j-A«,)jl*-/'(«,)}-!^-A«»)!  =  o  =  s"'  +  Ä.  :■"-'+... 

oder,  wenn  wir  statt  fipii)^  /^(^^j)«  •••>  A(«m)   resp.  /*,,  /"g,  ...,  fm  «et«en» 

die  Gleichung 

t(;(2)  =  (z-fJ(«-/i)...(z-/;.)  =  0=.2-  +  7?j2— «  +  ...  +  Ä«-it+f?^. 

Diese  Gleichung  hat  die  m  Wurzeln  f^j  /,,  .  .,  fm-  Soll  nun  eine  der 
Wurzeln  a  die  Gleichung  /'{x)=sO  befriedigen,  so  hat  die  Gleichung^ 
'^^z)  =  0  eine  Wurzel  =0,  d.  h.  es  muss  /?,n  =  0  sein.  I^  umgekehrt 
/^m  =  0,  so  hat  die  Gleichung  t/;(2)e=0  eine  Wurzel  =0,  und  es  be- 
friedigt eine  der  Wurzeln  a  auch  die  Gleichung  f(x)^0. 

Sollen  zwei  Wurzeln  a  der  Gleichung  f{x)  s=  0  genügen ,  so  muss  die 
Gleichung  ^(z)=rO  zwei  Wurzeln  ^0  haben,  d.h.  es  muss  Am  =  0  und 
/^m-i=0  sein.  Und  ist  umgekehrt  £^  =  0  und  /2|r.i<=0,  so  hat  die 
Gleichung  tfi  (z)  =  0  zwei  Wurzeln  =  0 ,  und  es  genügen  zwei  Wurzeln  « 
der  Gleichung  f{x)s=0. 

Allgemein  findet  man  folgenden  Satz: 

Sollen  j  Wurzeln    a  der   Gleichung  /*(a:)  =  0  genügen,    so 
müssen    die   Gleichungen   /?„  ^  0 ,  /^m  - 1  =  0 ,  . . . ,    /^m  — ^4- 1  ^  0 
stattfinden;   und  finden   umgekehrt  diese  Gleichungen   statt,  so 
genügen  j  Wurzeln  a  der  Gleichung  /"{x)  =  0. 
Nach  den  Elementen  der  Theorie  der  Gleichungen  ist 

"m        ^^  / 1  •  #2  •  '  •  # »»  ' 

"w  -  I  ^^  / 2  •  / 3  •  •  •  fm  "i    / i  •  / 3  •  •  •  fm  "i    •  •  •    i    / 1  •  /j  •  •  •  / »i  —  I  ^^  ^f  1  •  ijj  •  •  •  Im  —  1 » 

"m  — 2  ^^  /s •  M  •  •  •  / in  4"  •  •  •  +  /i  •  /ä  •  •  •  fm  -'i^=^  ^f\  •  / 2  •  •  •  fm  —  2y 
» 

allgemein  -.  y  /•    /•        /• 

•«•in  —  p  —  ^  I  \*i  %  •  •  •  /w« — r  • 

Alle  diese  Ausdrücke  sind  in  den  Coefficienten  b  rational  und  in  den 
Wurzeln  o  symmetrisch,  folglich  auch  rational  in  den  Coefficienten  a. 

Bei  ihrer  Bildung  ist  es  wichtig,  auf  ihr  Gewicht  zu  sehen.  Gewicht 
eines  Terms  nennen  wir  die  Summe  der  Indices  desselben.  So  ist  das 
Gewicht  des  Terms  fca^n^b^^=.\\.  Nach  der  elementaren  Theorie  der 
symmetrischen  Functionen  zeigt  man  leicht,  dass  in  den  einzelnen  Aus- 
drücken K  alle  Terme  gleiches  Gewicht  haben.  Aus  einem  einzigen  Term 
können  wir  also  das  Gewicht  aller  Terme  bestimmen.  Wir  wählen  dazu 
den  letzten,  von  a  freien  Term,  und  finden,  dass  Um  vom  Gewichte  r/ifi, 
/?m— 1  vom  Gewichte  (w  — l)w,  und  so  fort,  allgemein  /?p  vom  Gewichte 
(m— p)fi  ist. 

In  Bezug  auf  die  wirkliche  Darstellung  der  Ausdrücke  /?  als  ratio- 
nale Functionen  der  Coefficienten  a  und  b  ist  noch  Folgendes  zu  be- 
merken. Ist  Rm  (die  sogenannte  Resultante)  wirklich  als  rationale 
Function  der  Coefficienten  a  und  b  dargestellt,  so  ersieht  man  aus  der 
Bildnngsweise  der  Functionen  R  sofort,  dass 
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=  0,  ...,  A«p)  =  Ö   ist,   so   werden   -^  =  a, +«2  +    •   T«pt    —  = 

ajtt3  +  ...  +  ap-iOp,   ...,  -^  =  «1«^...«^,  und  folglich  sind  «1,« 

die  Wurzeln  der  Gleichung  w^w»*  —  m,»'''"' +  i'ä "'*"'+••  + (—1) 

Ist  die  Resultante  /?„,  durch  die  Coef^cionten  a  und  b  ratio 
gestellt,  so  ist  es  auch  hier  leicht,  die  Functionen  Mq,  w,,  ...,  • 
blosse  Differentiationen  von  Rm  zn  linden. 

Denn  es  ist 

_        1         c^R^ 

Femer  findet  man 

1 cf^Rm 

"»""1. 2. ..(;>-!) 'rV-*.a^_,  ' 

1 dPR^      _ 

1 d'^Rm 

'''""l.2...(p-y).1.2...y>/*„r-v.r6f^_/  "' 

1__      o^Rm 

Genügen  also   die  Wurzeln   a^,  a^,   ...,  «     der   Gleichung  f{x) 
sind  diese  die  Wurzeln  folgender  Gleichung  n*''"  Grades: 

av        1 'av-'.r^-,       ^    1.2    "aft."-».»*»,-! 

III.     Zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten. 

Es  mögen  nun  in  den  Gleichungen  F{x)^s^Q  und  A')  =  0 
efficienten  a  und  b  Functionen  einer  zweiten  Variabein  y  uai 
Grad  durch  den  Index  angegeben  ist,  so  stellen  F{pe^y)^ü  ubi 
=  0  zwei  allgemeine'  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  reip«  ' 
und  n*''"  Grade  dar.  Die  Gleichung  iZm  =  0  enthält  dann  Um 
bekannte  y,  und  zwar  ist  sie  für  diese  vom  Grade  mii,  da  c 
offenbar  durch  das  oben  angegebene  Gewicht  bestimmt  wird. 
also  mn  Werthe  von  y,  für  welche  die  Gleichung  ^«  =  0  oft 
Setzt  man  also  diese  mn  Werthe  von  y  in  die  Gleichnngeii  F( 
und  /(x,  ^)  =  0  ein,  so  werden  beide  Gleichungen  von  demidbil 
von  X  befriedigt.  Der  zu  jedem  Werthe  von  y  gehörige  Waii 
iMsst  sich  nach  §  II  rational  durch  y  ausdrücken.  ^Hr 
den  Satz: 


70  Ueber  äquivalente  Abbildung. 


»>,^"X^^/'^.X\^^.^w  ■s^^  rf^^a 


hammer  gelungen  ist,  und  da  die  dabei  auftretenden  Verhältnisse  gau 
anderer  Natur  als  bei  der  conformen  Abbildung  sind,  so  kann  wohl  eine 
kurze  Mittb eilung  dieser  Untersuchungen  manchen  Leser  dieser  Zeitsehrift 
interessiren  und  kann  zu  weiterer  Untersuchung  dieses  Beziehangsprin- 
cips  Veranlassung  geben,  weshalb  seine  Resultate  hier  folgen  mögen. 

Thomas. 


§  1.  Sind  xy  rechtwinklige  Coordinaten  in  einer  Ebene  und  I17  die 
entsprechenden  in  einer  andern,  wobei  $17  Functionen  von  x  und  y  be- 
deuten, so  ist  der  Flächeninhalt  des  dem  Elemente  dxdy  in  der  {i|- 
Ebene  entsprechenden  Elementes,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 


\dx  dy     dxdy)    ^^' 


« 


und  daher  ist  die  Bedingung  der  Flächengleichheit  der  beiden  Elemente 

A)  ^  ^  — ^  —  =  1 

dx  dy     dx  dy 

um  alle  möglichen  Lösungen  dieser  Differentialgleichung  zu  eriialten, 
können  wir  für  eine  der  unbekannten  Veränderlichen  (I17)  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y  setzen.  Substituiren  wir  ^ssf(jx,y)^  so  erhahen 
wir  leicht  die  Integralgleichungen 

J        dx  J       dy 

wobei  F($)  und  <P($)  willkürliche  Functionen  von  £  und  tp  sind,  so  dsss 
also  die  allgemeinste  Lösung  obiger  Differentialgleichung  ist 


J       Sy- 


^y 


d  fix    Vi  d  fix    t/^ 

In   den   Ausdrttcken  — )r^-^  und       \        ,  die  unter  dem  Integral-    - 

dxdy  ^ 

zeichen  stehen,  muss  nach  der  Differentiation  x^  bezw.  y  in  Function  von    - 

I  und  9,  resp.  von  £  und  x  ausgedrückt  werden.     (Dies  ist  in  dem  Lehr^    - 

buch  der  Kartenprojection  von  Dr.  H.  Gretschel  [Weimar  1872,  S.  175] 
nicht   bemerkt;   in    den   dort   angeführten  Beispielen   freilich    tritt  dieser 


*  Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  eigentlich  =±1.  Wir  können 
aber  aaf  das  positive  Vorzeichen  beschränken ,  da  im  Falle  de&  negativen  durch 
eine  Vertauschnng  der  Coordinuten  |  aud  t;  die  rechte  Seite  stets  positiv  gemacht 
werden  Icann. 
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■  ^^^^^^  ^s^^^^rf»   r  ■->^«'  .^w-»"^^  ^-^^^^ 


und   es   bedeute  n  eine  positive  Zahl,   die  grösser  als  die  dr-Coordinate 
des  Punktes  B  ist.     Dann  bildet  die  Substitution 


r?°  ** 


i^=y  +  ^^ /rf«  ricosa{l-x)dX 


—  00       0 

OP 

.  m, — m^      /  sinain — x)Ar  sinux  , 

^        J 
0 

das  Viereck  AB  CD  auf  das  Dreieck  i^  ^'/>  äquivalent  ab;  denn  das 
Dreieck  ABC  wird  durch  dieselbe  auf  das  Dreieck  AB'C  verschoben, 
während  das  Dreieck  ACD  ungeändert  bleibt.     (Fig.  1.) 

§  4.  Bei  dieser  Abbildung  wurde  eine  einen  discontinuirlichen  Fac« 
tor  enthaltende  Function  angewendet,  zu  deren  Bildung  ein  Fourier- 
sches  Integral  benutzt  werden  musste,  da  sich  dieselbe  nicht  durch  einen 
analytischen  Ausdruck  darstellen  lässt. 

Dagegen  gelingt  es,  auf  die  besprochene  Weise  durch  eine  ana» 
lytische  Function  einen  Halbkreis  auf  eine  Ellipse  äquivalent  abzu- 
bilden. 

Setzen  wir  nämlich  unter  Annahme  rechtwinkliger  durch  das  Centmm 
eines  Kreises  gehender  Axen 

also  

wobei  a  der  Radius  des  Kreises  ist,  so  bildet  sich  dadurch  der  über  der 
(T-Axe  liegende  Halbkreis  äquivalent  auf  eine  Ellipse  ab,  deren  Halb- 
axen  a  und  \a  sind. 

In  einem  späteren  Paragraphen  werden  wir  die  Ellipse  auf  einen 
Kreis  abbilden,  womit  also  gleichzeitig  die  Aufgabe  gelöst  wird,  einen 
Halbkreis  auf  den  ganzen  Kreis  äquivalent  abzubilden.  Denn  wenn 
eine  von  zwei  äquivalenten  Abbildungen  einer  dritten  äqui- 
valent ist,  so  sind  sie  unter  sich  äquivalent. 

§  5.  Das  unter  §  4  angeführte  Beispiel  kann  als  specieller  Fall 
einer  allgemeineren  Abbildungsweise  betrachtet  werden. 

Es  lässt  sich  nämlich  vermittelst  der  Abbildung  durch  Verschiebung 
paralleler  Streifen  jede  Figur  mit  beliebiger  Begrenzung  auf  eine  sym- 
metrisch zu  einer  Geraden  liegende  abbilden ,  wenn  eine  Richtung  ezistirt, 
so  dass  alle  zu  derselben  gezogenen  Parallelen  die  Oontour  nur  in  swei 
Punkten  schneiden. 

Um  dies  zu  zeigen,  wählen  wir  die  y-Axe  parallel  zu  dieseir  Biidi- 
imag'  and  heseichnen   die   zur  Absciise  x  gehörigen  Ordinaten  der  BiP 
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Da  die  Abbildang  |  —  Jo  ==  S»  ij •—  i|^  =  ij'  offenbar  nur  eine  Ver- 
schiebung des  Bildes  ebne  innere  Veränderung  bewirkt,  so  kann  man  di^ 
Gleichungen 

als  die  allgemeinste,  eine  äquivalente  Abbildung  vermittelnde  lineare  Sub — 
stitution  betrachten,  vorausgesetzt,  dass  ah^  —  ba^^=\  ist.. 

Die    Bedeutung    dieser    Abbildung   lässt    sich    in    folgender   Weis^ 
erkennen. 

Wir  beziehen   die  Punkte  der  a:y -Ebene  auf  andere  Axen,  die  su. 

den  ursprünglichen  unter  einem  Winkel  a  geneigt  sind,   duroh  die  Be* 

lationen  ,  ,  .  /  .       ,*/ 

x^^x  cosa  —  y  itna^    y  ts^ x  stn €t  +  y  cos a. 

Em  ist  dann 

I  =  a;'  (a  cos  a-^r  b  sina)   -j-  y'  (b  cos  a  —  a  sin  a) , 

ri  =  x'  («1  cosa  +  b^  sin  a)  +  y'  (6j  cosa  —  a^  sin  a). 

Den  Winkel  a  bestimmen  wir  durch  die  Gleichung  b  cos a  ^  a  sinu  =  0^ 
woraus  sich  ergiebt  iga  =  b:a.  Mit  Berücksichtigung  der  Beziehung  ab^ 
^  ba^^st  1  ist  also 

l=:x  yaF  +  b\    «c=ag  — -i  4-   ^ 

Nun  bilden  wir  die  Figur  in  der  aV-^bene  durch  gleichen  Zug  und 
Druck  auf  eine  andere  ab,  indem  wir  setzen 


x 


y^yya^+b\ 


Dadurch  nehmen  die  Ausdrücke  für  £  und  ij  die  Form  an 

l^x,     fi--x      ^,^^,    +y  -y  +     ^,^^^    ,. 

Daraus  ersehen  wir,  dass  die  durch  die  lineare  Substitution 

S=  ax  +  by,     i]=^aj^x  +  b^y 

bewirkte  äquivalente  Abbildung  sich  aus  zwei  bereits  erwähnten  Abbil- 
dungsarten zusammensetzt,  nämlich  aus  einer  durch  gleichen  Zug  und 
darauf  senkrechten  Druck  hervorgebrachten,  in  den  durch  die  Gleich- 
ungen tga  =  ^b:a  bestimmten  Richtungen  und  aus  einer  Abbildung  durch 
Verschiebung  paralleler  Streifen  in  der  durch  die  Gleichung  iga  =  —  b:a 
bestimmten  Richtung. 

§  8.  Als  Beispiel  hierzu  wollen  wir  die  Aufgabe  bebandeln,  ein 
Dreieck  auf  ein  anderes  äquivalent  abzubilden,  dessen  Winkel  gegeben 
sind.     (Fig.  2.) 

Es  Bei  ABC  das  gegebene  Dreieck ,  A  der  Anfangspunkt  eines  recht« 
winkligen  Coordinatensystems,  dessen  x-Axe  auf  BC  senkrecht  stehe; 
AB  bilde  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  den  Winkel  u  und  JC 
den  Winkel  v.    Die  vorgegebenen  Winkel  des  Bilddreiecks  seien  «,  ß^p 
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Abstände  c  zur  y  -  Axe  gezogene  Parallele  bildet  sich  wieder  auf  eine  zur 
17-Axe  parallele  Gerade  £  =  p:c  ab,  eine  Parallele  zur  x-Aze  yss6  da- 
gegen auf  die  Curve  fii;*  =  —  pb.  Dem  von  den  Azen  und  den  Greraden 
a;  =3  «p^ ,  jf  =  ^1  gebildeten  Rechteck  entspricht  also  in  der  Bildebene  «n 
ins  Unendliche  sich  erstreckendes  Flächenstttck ,  das  begrenzt  ist  von  der 
S-Aze,  der  Geraden  ^  =  p:a^  und  der  der  §-Aze  asymptotisch  sich 
nähernden  Curve  17$'=  —p^i-     Der  Inhalt  dieses  Flächenstückes  ist  also 

^'^  I  {pb^:^)di^s=a^b^^  also  in  der  That  gleich  dem  Inhalt  des  Bechtaeka. 

00 

§  10.     Wir  wählen  nun  für  |  die  Substitution 

gp  +  fl^ar  +  Ogy 

Auch  dieser  Ausdruck  lässt  sich  durch  passende  Drehung  und  Verschie- 
bung der  Coordinatenaxen  auf  einen  einfacheren,  dem  Wesen  «nach  mit 
ihm  gleichbedeutenden  reduciren. 

Machen  wir  zunächst  die  Gerade  bQ-^-b^x  -^b^ysszO  zur  y-Axe,  so 
nimmt  $  die  Form  an 

daher 

^     n'  —^'  —  ^^0  +  ^1^' 

5       «2  —  S —  —'  • 

Verschieben  wir  nun  noch  die  y'-Axe  um  die  Strecke  «V'^'i*  iudem  wir 

setzen 

a 


so  erhalten  wir 


**! 


ö  —      ~'    • 

y 

Die  Substitution 

kann   also  alb  die  allgemeinste  derartige  Substitution  betrachtet  werden. 
Die  Integralgleichung  ergiebt  dann  für  ifi  den  Werth 

wenn  wir  die  willkürliche  Verschiebungsfunction  ausser  Acht  lassen. 

Da  hier  jeder  zur  o?- Axe  parallelen  Geraden  wieder  eine  zur  £-Aze 
parallele  Gerade  entspricht,  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  ge- 
raden Linie  aber  eine  Parallele  zur  T/-Axe,  so  können  wir  vermittelst 
dieser  Substitution  ein  Dreieck  auf  ein  Parallelogramm  abbilden.  Dabei 
entspricht  aber  ein   Eckpunkt   des   Dreiecks,   nämlich   der  Coordinaten- 


• 
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auf  nnendlicb  viele  Arten  anf  sich  selbst  abgebildet  werden  kann»  ohne 
dass  sich  die  übrigen  Theile  und  der  Rand  verschieben. 

Daraus  folgt,  dass  die  Aufgabe,  eine  Figur  auf  eine  andere  in  der 
Weise  äquivalent  abzubilden,  dass  die  Begrenzungscurven  einander  ent- 
sprechen, eine  unendliche  Anzahl  von  Lösungen  zulässt. 

§  18.     Eine  der  einfachsten  Substitutionen  für  Polarcoordinaten  iat 

r  =  p  cos  g? ,     9  =  ig  ff. 

Gehen   wir  zu  rechtwinkligen  Goordinaten  zurück,   so  haben  wir  an  die 
Stelle  dieser  Gleichungen  zu  setzen 

X  X 

Hierbei  bildet  sich  jede  zur  y-Axe  parallele  Gerade  auf  einen  Kreis  ab, 
dessen  Radius  gleich  dem  Abstände  der  Geraden  von  der  j^-Aze  ist, 
während  jeder  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Geraden  wieder  eine 
durch  den  Anfangspunkt  gehende  Gerade  entspricht;  der  a:-Axe  entspricht 
die  |-Axe,  der  y-Axe  der  Nullpunkt.  Ferner  sehen  wir,  dass  jede  Ge- 
rade, welche  mit  der  positiven  Richtung  der  a;-Axe  einen  Winkel  bildet, 
dessen  trigonometrische  Tangente  ein  Multiplum  von  2n  ist ,  sich  auf  die 
positive  Richtung  der  or-Axe  abbildet.  Der  ganze  Flächenraum  swischen 
der  y-Axe  und  der  in  dem  Abstände  a  zu  derselben  gezogenen  Paral- 
lelen bildet  sich  also  unendlich  oft  auf  den  Kreis  mit  dem  Radius  a  ab. 
Einem  Paralleltrapez ,  das  von  den  Geraden  ar  =  a^ ,  .t  ea  n^ ,  Jf  =  ^i  «r» 
yz=m^x  gebildet  wird ,  entspricht  das  von  den  Kreisen  r  ==  Hj ,  r  s=  o^  und 
den  Geraden  ri^=^^tgm^^  fl^^Hl^n^  begrenzte  Flächenstttck.  Ist  a^ssO, 
so  geht  das  Paralleltrapez  in  ein  Dreieck  über  und  das  entsprechende 
Bild  ist  ein  Kreissector.  Damit  sind  wir  also  in  den  Stand  gesetzt,  ein 
Dreieck  auf  einen  Elreissector  äquivalent  abzubilden. 

§  14.  Es  ist  nun  leicht,  die  Aufgabe  dahin  zu  erweitem,  ein  Dreieck 
auf  einen  Kreissector  abzubilden,  der  zu  einem  gegebenen  Centriwinkel 
2n:n  gehört. 

Wir  setzen  das  gegebene  Dreieck  als  ein  rechtwinkliges  voraus,  was 
wir,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  thun  dürfen,  da  sich  nach 
§  8  jedes  Dreieck  leicht  auf  ein  rechtwinkliges  äquivalent  abbilden  läset. 

Es  sei  der  der  Kathete  a  gegenüberliegende  Eckpunkt  der  Anfangs» 
punkt  des  Coordinatensystems,  dessen  a:-Axe  mit  der  Kathete  b  der 
Richtung  nach  zusammenfalle. 

Wir  bilden  nun  das  gegebene  Dreieck  zuerst  auf  ein  anderes  recht- 
winkliges ab,  in  welchem  die  a  und  b  entsprechende  Katheten  yiabnTn 
bez.  y ahn :27t  sind,  vormitteUt  der  Relationen 


X 
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sprechen  im  Allgemeinen,  wenn  n&mlicb  das  abzubildende  Ebenenstück 
nach  der  einen  Richtung  hin  nicht  von  zwei  zur  y-Axe  parallelen  Linien 
begrenzt  ist,  zwei  Punkte,  und  zwar  diejenigen,  in  welchen  die  Contour 
von  der  a?-Axe  getroffen  wird  je  einer  Seite  des  Rechtecks. 

Eine  Figur  von  der  genannten  Eigenschaft  bildet  sich  also  auf  ein 
Rechteck  ab  durcb  die  Substitution 

0 

wobei  fiioc)  und  f^i^)  die  gleiche  Bedeutung  haben  wie  in  §  5. 

§  19.  Die  Aufgabe,  eine  solche  Figur  auf  den  Kreis  äquivalent 
abzubilden ,  ist  also  darauf  zurückgeführt ,  ein  Rechteck  in  der  Weise  auf 
einen  Kreis  abzubilden,  dass  zwei  gegenüberliegende  Seiten  zwei  diame- 
tral gegenüberliegenden  Punkten  der  Kreisperipherie  entsprechen.  IieU* 
tere  Aufgabe  haben  wir  in  §  16  bereits  gelöst.  Ist  F  der  Fläcbeninbak 
des  abzubildenden  Ebenenstückes ,  so  gelangen  wir  durch  Verbindung  der 
dort  entwickelten  Formeln  mit  denen  des  §  18  zu  den  Relationen 

0 


'=^=^|--[A.'.-m-]')-f^,f!y 


-A(x) 

) 


wobei 

iV-  F+cos 


und   die  y-Axe  so  gewählt  ist,   dass  dieselbe  das  Ebenenstück  in  swei 
gleiche  Theile  thoilt. 

§  2<).  Wir  können  indess  auch  noch  andere  Beziehungen  aufstelleni 
welche  den  Bedingungen  dieser  Aufgabe  entsprechen.  Wir  bilden  näm- 
lich den  Kreis  nach  der  in  §  18  angegebenen  Methode  auf  ein  Rechteck 
ab  durch  die  Substitutionen 


•'  '://  '  ^'"«-id'"-"«/'';.-^^/' ^")' 


0 


wobol  wir  jrttt  mit  Jtff  die  (\)ordinaten  de«  Rechtecks,  mit  iff  die  ent- 
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W&hlen  wir  die  Seiten  g  und  h  des  Becbtecks  wieder  zu  den  Axen, 
80  liefert  uns  die  angegebene  Methode  die  Beziehungen 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 


t/xh       yn 
,_r      n  h 


f      Tt  h       f       n        n  h 


A -     -"      =£ 


Hierbei   entspricht  der  Geraden  ^  =  a*  <^^o  I  *  ^^  >   ^^^  (Geraden  ^  =  ^ 
dagegen  eine  transcendente  Cnrve. 

Freiburg  i.  B.,  im  Juli  1877.  Frz.  Scfibllhammbb. 
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5.  Eine  Curve  vierter  Ordnung  ist  durch  14  Punkte  be- 
stimmt. 

In  einer  im  Jahre  1868  mit  dem  Steine  raschen  Preise  gekrönten 
Abhandlung  „Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades*^ 
von  Kortum  sagt  der  Verfasser,  dass  ihm  von  diesen  Sätzen  keine  stich- 
haltigen geometrischen  Beweise  bekannt  wären  und  dass  der  strenge  Be- 
weis derselben  eine  vollständige  geometrische  Theorie  der  Curven  vierter 
Ordnung  involvirt. 

Wie  ich  hoffe,  ist  es  mir  gelungen,  nicht  nur  diese  Sätze,  sondern 
auch  die  Hauptpolareigenschaften  der  Curven  vierter  Ordnung  auf  geo- 
metrischem Wege  abzuleiten.  Hauptsächlich  stütze  ich  mich  dabei  auf 
die  Eigenschaften  des  Curvennetzes  dritter  Ordnung.  Die  benutsten 
Methoden  lassen  sich  Übrigens  verallgemeinern ,  so  dass  die  Eigenschaften 
der  Curven  fünfter  Ordnung  aus  denen-  der  Curven  vierter  Ordnung,  die 
der  Curven  sechster  Ordnung  aus  denen  der  Curven  fünfter  Ordnung 
u.  s.  f.  sich  herleiten  Hessen.  Dadurch  gelang  es,  von  einer  Curve  ri^^** 
Ordnung  folgende  Sätze  zu  beweisen: 

6.  Ist  eine  Curve  n^*' Ordnung  durch  zwei  projectivische 
Büschel  erster  und  (n  — l)'^**  Ordnung  erzeugt,  so  kann  sie 
auf  unzählige  Arten  durch  zwei  solche  Büschel  oder  auch 
durch  zwei  Büschel  zweiter  und  (it  — 2)^®''  Ordnung  ersengt 
werden.  Jede  so  erzeugte  Curve  n^*^  Ordnung  wird  von  einer 
Curve  dritter  Ordnung  in  3n  Punkten  geschnitten. 

Jede  auf  eine  der  genannten  Arten  erzeugte  Curve  n^*' 
Ordnung  kann  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  projecti- 
vische Büschel  dritter  und  (fi  — 3)^° ''Ordnung  erzeugt  werden. 

Die  so  erzeugten  Curven  n^'^  Ordnung  sind  durch  "^»(ft-l-S) 
ihrer  Punkte  bestimmt. 

Wenn  man  die  Zahl  der  Punkte  bestimmen  könnte,  in  denen  aioh 
zwei  Curven  /<*''  und  m^^^  Ordnung,  m  >  4,  schneiden,  so  würde  sich  der 
letzte  Satz  dahin  verallgemeinem  lassen,  dass  eine  Curve  n^*^  Ordnung, 
die  durch  zwei  projectivische  Büschel  erster  und  (n  — l)^*"  Ordnung  er- 
zeugt ist,  auch  durch  zwei  projectivische  Büschel  tn^^'  und  (n  —  m)**' 
Ordnung  erzengt  werden  kann. 

Nach  der  in  44  angegebenen  Methode,  welche  die  Verallgemeine- 
rung der  von  Kortum  a.  a.  O.  angewendeten  ist,  lässt  sich  durch 
^n{n  +  d)  gegebene  Punkte  vermittelst  projectivischer  Bttichel 
erster  und  (w— 1)**"^  Ordnung  oder  zweiter  und  (w  — 2)**'  Ord- 
nung eine  Curve  »**"  Ordnung  legen.  Könnte  man  daaaelbe  ver- 
mittelst zweier  projecti vischen  Büschel  dritter  und  (ra  — 3)^^^  Ordnung  thun, 
80  würde  sich,  wie  in  35a,  die  Umkehrnng  des  ersten  Theiles  des  in  6 
angegebenen  Satzes  ableiten  lassen. 
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{hk)y  (/tt)  und  (gk)  gezogen  werden  können,  sind  drei  Strahlenpaare  der 
Involutionen  S{aa^..,)  und  ©(aa^...);  daher  liegen  diese  Ecken  auf  der 
Ortscurve  der  Schnittpunkte  der  homologen  Strahlen  paare  der  projectivi- 
schen  Involutionen  {S)  und  (@).     Wir  lassen  die  beliebige  Gerade  g  nm 
den  Punkt  {gh)  sich  drehen,  so  muss  auch  der  Punkt  (tk)  fest  bleiben, 
weil   in   diesen  beiden  Punkten  sich  entsprechende  Strahlen  der  Involu- 
tionen treffen.     Die  übrigen  vier  Ecken  durchlaufen  die  ganze  Ortscurve, 
so  dass  die  variablen  Strahlen  g^  h  und  t,  k  entsprechende  Strahlenpaare 
zweier  projectivischen  Involutionen  mit  den  Scheiteln  (gh)  und  (lAr)  bil- 
den ;  denn  es  sind  Tangenten  an  die  Kegelschnitte  einer  Schaar  mit  vier 
festen  Tangenten  aa^aay^  oder  bb^hh^^  ...  und  wir  können  je  zwei  Paare, 
die   denselben  Kegelschnitt  berühren,  einander  zuweisen,   wodurch  eine 
projectivische  Beziehung  hergestellt  ist.     Es  wird  also  die  Ortscurve  aus 
irgend  zwei  Gegeuecken  eines  der  erhaltenen  eingeschriebenen  vollfitftn- 
digen  Vierseite  durch  zwei  projectivische  Involutionen  projicirt,  und  wenn 
man    irgend   einen   Punkt  mit  den    Gegenecken  paaren   dieser  unendlich 
vielen  eingeschriebenen  vollständigen  Vierseite  verbindet,    so  bilden  die 
Strahlen  eine  quadratische  Involution,  denn  man  kann  jeden  Punkt  der 
Curve  als   eine  Ecke   eines   volbtändigen   ihr  eingeschriebenen  Vierseita 
ansehen.    Sind  nun  M^M^M^  irgend  drei  Punkte  der  Ortscurve,  so  werden 
von    ihnen  alle  Punkte  derselben  durch  quadratische  Involutionen  proji- 
cirt, deren  Doppelstrahlen  f4üi'*'ü>  H^'i^  f*2l'*'«  ^^^^  mögen.    Wir  betrachten 
sie  als   Kegelschnitte,   so   bestimmen  sie   ein   Netz,   dessen   Tripelcurve 
(vergl.  Schroeter,  Steiner^s  Vorlesungen)  mit  unserer  Ortscurve  zu- 
sammenfällt.    Dann   sind   {gh)   und   {ik)   irgend   zwei  Gegenecken  eines 
eingeschriebenen    vollständigen  Vierseits,    so    bilden  MQ(gh)  und  M^itk)^ 
Mx{gh)  und  M^(ik)^  ^^2(9^)   ^^^  ^^C'^)  Strahlenpaare  der  Involutionen 
in  A/y,  A/j ,  M^,     Jedes  von  ihnen  wird  durch  die  Doppelstrahlen  PoM^ot 
fii|ü', ,  f4ft'2   harmonisch   getrennt,    so  dass  also  {gh)  und  (Jk)  conjugirte 
Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  (fiof»'o)»  (f»if*i)»  (f»«f*'2)  s***^- 
Dasselbe   gilt  von  je   zwei  Gegenecken   eines   der  unendlich  vielen  ein- 
geschriebenen Vierseite,  woraus  folgt,  dass  die  Schnittpunkte  homo- 
loger Strahlen  paare  der  projectivischen  Involutionen  (5)  und 
(®)   auf  einer   Curve   dritter   Ordnung,    der   Tripelcurve   des 
durch   (^ol^'o)>  (^if^i)*  il^if^i)  consti tuirten  Kegelschnittnetzes 
liegen. 

Diese  Curve  trifft  die  Gerade  /  in  drei  Punkten,  so  dass  also  auf  / 
vier  Schnittpunkte  homologer  Kegelschnitte  der  im  Satze  genannten  pro- 
Jocti vischen  Kegelscbuittbüschel  liegen.  Daraus  folgt  aber,  dass  der  Ort 
aller  Schnittpunkte  solcher  Kegelschnitte  eine  Curve  vierter  Ordnung  iat. 
Sie  geht  durch  die  acht  Grundpunkte  der  Büschel  und  hat 
soviel  Doppelpunkte,  als  diese  Büschel  gemeinBchaftlie? 
Grundpunkte  haben. 
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Daa  erhaltene  Resultat  giebt  folgenden  Satz: 

2.  Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Strahlenpaare 
Bweier  projectivischen  Involutionen  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung,  wenn  der  gemeinsame  Strahl  sich  selbst  ent- 
spricht, sonst  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die 
beiden  Scheitel  zu  Doppelpunkten  hat. 

Wir  nennen  diese  Scheitel  ^  und  S  und  legen  durch  den  Schnitt- 
punkt J  zweier  homologen  Strahlen  zwei  Gerade  g  und  g,  so  werden 
diese  von  den  beiden  Strahleninvolutionen  in  zwei  projectiv/schen  Punkt- 
involntionen  geschnitten,  in  welchen  J  sich  selbst  entspricht.  Daher 
werden  die  Geraden,  welclie  homologe  Punkte  verbinden,  von  einer 
Curve  dritter  Classe  eingehüllt,  die  auch  g  und  g  zu  Tangenten  hat.  Da 
diese  durch  sieben  Tangenton  ausser  g  und  g  bestimmt  ist,  so  mnss  für 
den  Fall,  dass  der  gemeinsame  Strahl  der  Involutionen  (S)  und  (®)  sich 
nicht  selbst  entspricht,  die  von  diesen  erzeugte  Turve  f^^  vierter  Ordnung 
ausser  durch  die  Doppelpunkte  S  und  @  durch  acht  andere  Punkte  voll- 
ständig und  eindeutig  bestimmt  sein. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  leicht  die  Construction  einer  Curve 
vierter  Ordnung,  wenn  von  derselben  die  beiden  Doppelpunkte  und  acht 
andere  Punkte  gegeben  sind.  Wenn  aber  ausser  den  beiden  Doppel- 
punkten S  und  6  nur  noch  sieben  andere  Punkte  A  A^  ...  A^  gegeben 
sind,  so  werden  sich  durch  dieselben  unendlich  viele  Curven  vierter  Ord- 
nung legen  lassen.  Man  ziehe  zu  dem  Zwecke  durch  A  zwei  beliebige 
Gerade  ^und  g,  schneide  sie  durch  die  Strahlen  S(A^.,.A^  und  ©(/^j...  A^^) 
in  P^...Pg  und  Sj..©^, ,  ziehe  die  Geraden  -^»©j,  .  ,  /^6®6»  "'^  ^^*' 
stimmen  diese  mit  g  und  g  eine  Schaar  von  Curven  dritter  Classe,  di^ 
noch  eine  neunte  gemeinschaftliche  Tangente  haben ,  welche  g  und  g  in 
B^  und  87  schneidet.  Der  Schnittpunkt  der  Geraden  S  ff^  und  SS^  ist 
ein  allen  Curven  gemeinsamer  Punkt.  Hieraus  folgt  für  Curven ,  welch«* 
durch  projectivische  Involutionen  erzeugt  sind: 

3.  Durch  acht  Punkte  lässt  sich  nur  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung legen,  welche  zwei  gegebene  Punkte  zu  DopjM'I- 
punkten  hat. 

Alle  r'nrv**n  vi«*rter  Ordnung,    w#«lche  zwei  gegeli^Mj«» 

Punkte   zn   Doppelpunkten    und    Hiebr*n  geroeinschaf't liehe 

Punkte     haben,     schneiden     bich     noch     in    einem    achten 

Punkte. 

Ist   A    irgi'ud    ein  Punkt    von  A  *   und    man    dreht   die   erzeugenden 

involu torischen    StrahlenbUbehel    um    .S    und    @    ho    weit,    das»   SA   und 

6^   in    eine  Gerade   zubamm«'nfall«'U ,   so   ii$t   der  Ort  der  Schnittpunkte 

homologer  Strahlenpaare  eine  Curve  f  dritter  Ordnung.     Jt^dt^m  Punkte 

dsr  sincB   Curve   entspricht  ein   bei)ttmuit«'r  der  andern   und  umg^'kehrt. 

Aaf  F^  '"^   swej   beliebige  Punkt«*   ^  .N .   deren   «*u\ay\«*«'\v«-u\«'. 


90  Zur  synthetischen  Behandlung  etc. 


SR  und  9t  sein  mögen;  ist  dann  ^  auf  ^  der  gegenüberliegende 
Punkt  der  Punkte  iS'SäRD^^,  so  kann  man  sich  ß^  erzeugt  denken 
durch  die  projecti vischen  Büschel  (tS@üR90  ^öd  (^).  Alle  Elemente 
der  beiden  Büschel  werden  von  5  und  @  durch  projectivische  Strablen- 
büschel  projicirt;  dreht  man  nun  wieder  die  Involutionen  in  5  und  @ 
und  sämmtliche  ebengenannten  Strahlenbüschel  um  S  nnd  @  so,  dass  die 
in  S&  vereinigten  Strahlen  sich  in  A  schneiden,  so  werden  die  Kegel- 
schnitte des  Büschels  (^^@>DtO()  in  die  Kegelschnitte  des  Büschels  (S@MN) 
und  die  Strahlen  des  Bü8ch(*l8  (^)  in  die  Kegelschnitte  des  Büschels 
{S@/4P)  sich  verwandeln  und  die  projecti  vischen  Büschel  (S®]Hff)  und 
(S^JP)  müssen  die  Curve  A"'^  erzeugen.  Da  AüiN  beliebige  Punkte 
derselben  sind,  so  folgt  der  Satz: 

4.  Die  Curve  A'^  der  geometrische  Ort  der  homologen  Strah- 
lenpaare    projectivischer    Involutionen,     kann     auf    un- 
zählige   Arten    durch    zwei    projectivische    Kegelschnitt- 
büschel erzeugt  werden,   welche  die  Scheitel  der  Involu- 
tionon  zu  gemeinschaftlichen  Grundpunkten  haben.     Von 
den   anderen   vier  Grundpunkten    können    drei  auf  h'^  be- 
liebig gewählt  werden. 
Die  Strahlen  u  und  a^  eines  Strahl enpaares  von  (.S*)  werden  von  den 
Strahlen  paaren   von  (@)    in   den  Punktpaaren  zweier  projecti  vischen  In- 
volutionen geschnitten,  in  denen  5  ein  sich  selbst  entsprechender  Punkt 
ist.     Daher  werden  die  Verbindnogslinien  homologer  Punktpaare  von  einer 
Curve    dritter  Classe   eingehüllt,    die    aber   in  den    Punkt  (g   upd.  einen 
Kegelschnitt  (««J  zerfallt,  welcher  die  Goradeu  a  und  a^  und  die  beiden 
Doppelstrahlen  b'b"  des  Büschels  (©)  berührt.     Wählen  wir  AAi,cCj,..., 
so  erhalten  wir  andere  Kegelschnitte  ['>6j],  f/*<-i]»    ••  i  welche  sämmtUch 
Xf\i"  zu  Tangenten    haben.     Wenn    wir   aber   die  Strahlenpaare   von  (@) 
durcli  die  von  (iS)  schneiden,  so  entstehen  auf  dieselbe  Art  Kegelschnitte 
[aa,],  [bbj,  IcCj],  ...,  welche  die  Doppelstrahlon  /^r  von  (^)  berühren. 
Die  Kegelschnitte  [nu^  und  [aaj  haben  die  Geraden,  welche  die  Punkte 
(«a)  und    (''ia)i   (nci^  und  (ö^a)  verbinden,   zu  gemeinschaftlichen  Tan- 
j^enten;  die  beiden  anderen  gemeinschaftlichon  Tangenten  sind  die  Ver- 
bindungslinien Ö'  ö"  der  Punktpaare  (b'rf"),  (b  V/')  und  (bV),  (b'V').     Also 
bilden    alle   Kegelschnitte   [««ij.  ['^'^i]»   •••    ^ine  Schaar  von  vier  festen 
Tangenten    b'b'd'd"  und  alle  Kegelschnitte  [aa,],   [bbj,   .   .   eine  Schaar 
von  vier  frsteu  Tangenten  ditt'ö'ö".     Diese  beiden  Kogelschnittschaaren 
stehen  aber  in  projecti vischrr  Beziehung,  wenn  wir  je  zwei  Kegelschnitte, 
wie   [^'<i|  und   [^(i^t    l'^^^il  ^"^    l^'^il*   •••    einander   zuordnen,    und  ihre 
gemeinschaftlichen  Tangenten   werden  daher  von  einer  Curve  K^  vierter 
Classe  eingehüllt,  welche  6' b"  zu  Doppeltangenten  hat.     Dabei  schnei« 
den  sich  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  je  zweier  homo* 
logen  Kegelschnite  auf  einem  Kegelschnitte  $^     Es  bilden  diS- 
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auf  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  die  Gerade  S&.  Es  entsteht  die 
Frage,  ob  man  noch  auf  andere  Arten  projectivische  Besnehnngen  swi* 
sehen  den  Involutionen  herstellen  kann,  derart,  dass  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte homologer  Strahlenpaare  eine  Curve  dritter  Ordnung  wird.  Und 
in  der  That  kann  man  noch  auf  zwei  verschiedene  Arten  die  Strahlen- 
paare projectivisch  einander  so  zuordnen,  dass  sich  die  homologen  Ble* 
mente  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  schneiden,  die  jedoch  in  eine 
Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfällt.  Die  Doppelstrahlenpaare  d^d* 
und  t>'\r  bilden  ein  Viereck,  dessen  Diagonalen  t^d"  sind.  Auf  jeder 
derselben  schneiden  sich  die  Strahlenpaare  beider  Involutionen.  Denn 
nennen  wir  D'  und  //'  die  Schnittpunkte  (<^b')  und  (^'b'Oi  ^^  ^^  ^'^ 
die  Diagonale  di  und  es  trennen  diese  Punkte  die  Schnittpunkte  von  i' 
mit  je  zwei  Strahlen  irgend  eines  Paares  harmonisch,  und  in  jedem  sol- 
chen Punktpaare  müssen  sich  deshalb  die  Strahlen  von  zwei  Paaren  der 
Büschel  (S)  und  (@)  treffen.  Dasselbe  gilt  von  i>\  Ordnet  man  je  zwd 
Strahlenpaare  einander  zu,  die  sich  auf  d'  schneiden,  so  hat  man  «wi- 
schen den  Involutionen  eine  projectivische  Beziehung  hergestellt,  in  wel» 
eher  der  gemeinschaftliche  Strahl  S@  sich  selbst  entspricht.  Es  ist  daher 
die  Ortscurve  von  der  dritten  Ordnung  und  da  die  Gerade  ^  ein  Theil 
derselben  ist,  so  muss  der  andere  Theil  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher 
durch  S  und  ®  geht;  da  also  die  Schnittpunkte  homologer  Strahlen  auf 
einem  Kegelschnitte  liegen,  so  müssen  die  Verbindungslinien  derselben 
sich  in  einem  Punkte  schneiden.     Es  folgt: 

6.  Wenn  man  die  Strahlenpaare  zweier  Involutionen  auf 
alle  möglichen  Arten  einander  projectivisch  zuordnet, 
so  giebt  es  drei  Arten  der  Zuordnung,  bei  welchen  der 
Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  in  die  Ver- 
bindungslinie der  Scheitel  und  in  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung  zerfällt,  welche  letztere  in  zwei  Fällen  wieder  in 
eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  degenerirt.  In  den 
letzten  Fällen  zerfällt  die  Curve  /T^  dritter  Classe,  die 
Enveloppe  der  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte 
homologer  Elemente,  in  einen  Kegelschnitt  und  einen 
Punkt. 

Es  giebt  drei  Punktpaare,    welche   in  Bezug  auf  alle 

Strahlenpaare    beider  Büschel    zugleich   conjugirte   Pole 

sind,    nämlich    die  Scheitel   S@   und   die   Endpunkte   D'l/* 

und    S'^"    der    beiden    Diagonalen    6*    und    6^'   desjenigen 

Vierecks,     dessen    Ecken    die    Schnittpunkte    der    beiden 

Doppelstrahlenpaare  der  Involutionen  sind. 

Hier  sei  es  mir  erlaubt,  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  zu  maelieiit 

der  von   Herrn  Durige   auf  S.  84   des   5.  Bandes  der  mnthematifehM 

Annalen  in  der  Abhandlung  „Ueber  die  Curve  dritter  Ordnung,  waltl 
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des  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  einer  Kegelscbnittschaar  bildet", 
begtogen  xn  sein  scheint,  indem  er  behauptet,  dass  das  Panktpaar  S& 
in  eiotige  w&re ,  welches  in  Bezug  auf  alle  Strahlenpaare  beider  Büschel 
da  Paar  von  conjngirten  Polen  bildet. 

Die  Strahlenpaare  aa^^  bb^^  cc^,  ...  der  Involution  {S)  sind  in  pro- 
jeetiTiKher  Bexiehung  mit  den  Diagonalenpaaren  aa|,  ßßj^^  yy^^  ...  der 
Ton  entsprechenden  Strahlen  paaren ,  wie  aa^  und  aciu  66|  und  bb|,  cr^ 
uid  CC|,  ...  gebildeten  Viorseite  und  daher  auch  mit  den  Schnittpunkten 
ii  H^  r,  ...  der  einzelnen  Diagonalenpaare.  Wir  schneiden  eine  Oerado 
'durch  aoj,  bb^^  cc^^  ...  in  Jy^i^  B B^^  67\,  ...,  so  ist,  für  den  Fall, 
diu  5@  sich  selbst  entspricht, 

k{A,B,J\  ...)/\l(JA^,  BBi,CC\,  ...). 

l)is  EDveloppe  der  Geraden ,   welche  homologe  Elemente  verbinden ,    ist 

^  Caire  dritter  Classe  S3,  welche  k  berührt  und  /  zur  Doppeltangente 

^t.    Sie  hat  mit  üf,  ausser  k  noch  acht  gemeinschaftliche  Tangenten ,  so 

^^m  der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Strahlenpaare  aa^^  bb^^  cc^,  ... 

^nd  ««1,  ßß^^  yy^^  ...   eine  Curve  achter  Ordnung  ist.     In  unserem  Falle 

^^rftllt  dieselbe  aber  in   die  Curve  I^^,   die  durch  die  Involutionen  (S) 

^vd(6)  erzeugt  ist,  den  gemeinsamen  Strahl  5@  und  die  Doppelstrahlen 

*^if\  von  denen  jeder  doppelt  zu  zählen  ist. 

Es  läsHt  sich  nun  erkennen,  dass  die  Curven  AT^  und  ATj  sich 
^  D  neun  Punkten  berühren.  Irgend  ein  Strahl  durch  5?  schneide  A"^ 
^n  sechs  Punkten;  die  Tangenten  in  diesen  werden  von  einem  Kegel- 
schnitt A'j  berührt.  Jedem  Strahl  durch  S  ordnen  wir  auf  diese  Art  einen 
Kegelschnitt  zu  und  alle  diese  Kegelschnitte,  welche  eine  Schaar  von 
vier  festen  Tangenten  bilden ,  sind  involntorisch  geordnet,  da  sie  ein- 
tleutig  den  Strahlen  von  {S)  entsprechen.  Deshalb  ist  auch  diese  invo- 
lutorische  Kegelscbnittschaar  projcctivisch  auf  die  Punktreihe  ABF.^, 
bezogen.  Die  Enveloppe  der  von  ART...  an  die  homologen  Kegel- 
schnitte gezogenen  Tangenten  ist  eine  Curve  C^^  fUnftor  Classe,  welche 
mit  A^s  15  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Von  diesen  scheide  man  die 
Geraden  k  und  SQ  und  die  doppelt  zu  zählenden  Geraden  tt  und  ff' 
aus,  80  bleiben  noch  nenn  übrig.  Eine  von  ihnen  sei  r,  der  sie  be- 
rührende Kegelschnitt  h'r  der  Schaar  entspreche  dem  Strahl  /  von  (S)  und 
deshalb  mnss  der  Pol  von  t  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt  auf  ( liegen. 
Kr  liegt  aber  auch  auf  A'„  und  auf  AV;  daher  berühren  sich  in  ihm  A'.^ 
und  k\.  Weil  sich  in  ihm  aber  auch  /  und  r  schneiden,  so  geht  A'^ 
durch  ihn  hindurch.  Dass  AT^  in  diesem  Punkte  auch  von  t  berührt 
wird,  ergiebt  sich  aus  folgender  Ueberleguiig.  Es  sei  "il  der  Schnittpunkt 
zweier  homologen  Strahlen  a  und  a;  es  seien  ferner  a  und  a  die  den 
obigen  Strahlen  unendlich  benachbarten,  die  einander  auch  entsprechen 
mÜMen,  und  %'  sei  ihr  Sebnittimnkt.  so  ist  die  Gerade  'ÜV  die  Tan- 
gmte  in  Ü  «n  K\     Wh  '^V...^  «o  \Wl 


94  Zur  synthetischen  Behandlung  etc. 


-■W>-^N^.^  .^%»^^ 


HABT...)  A  %{ABr.,,)  A  S{aa^,bb^,  cc^y  ...). 
Der  Strahl,    welcher  in   (%)   der  Tangente   er  nnendlich  benachbart  ist, 
hat  einen    ihm  projectivisch  entsprechenden  Strahl  in  (S),   welcher  dem 
Strahl  a  unendlich  nahe  liegt.     Diese  beiden  Strahlen  sind  a  und  a';  sie 
schneiden  sich  in  91'  auf  der  Curve  dritter  Ordnung  %^  mit  dem  Doppel- 
punkte  S,    welche  von   den  Büscheln   (91)   und   {S)   erzeugt  wird.     Auf 
dieser  liegt  auch  der  Schnittpunkt  %  von  a  und  ck,  so  dass  also  die  Ge- 
rade 9191'  oder  a  gleichzeitig  Tangente  an  91'  und  A"'  ist. 

Wenn  der  Schnittpunkt  91  von  a  und  a  der  Berührungspunkt  von  or 
mit  A^3  ist,  so  müssen  sich  in  diesem  Punkte  die  drei  Curven  ä'^A'^H^ 
berühren ,  weil  jede  in  ihm  die  Gerade  er  berührt.  Dies  ist  aber  der  Fall 
mit  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  C^  und  Ag, 

Die  Curve  L'^  heisst  die  Gayley'sche  Curve  von  A'\  so  dass  wir 
auch   auf  diesem  Wege  zu   dem  bekannten  Satze  gekommen  sind,    dass 
die  Cayley*8che  Curve  einer  Curve  dritter  Ordnung  dieselbe 
in  allen  Punkten  berührt,  welche  sie  mit  ihr  gemeinsam  hat. 
7.  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  der  homologen  Kegel* 
schnitte     projectivischer    Büschel    andere    Kegelschnitt- 
büschel,   so   lassen    sich   die  Kegelschnitte   derselben   un- 
endlich   oft    so    zu    neuen    Büscheln    gruppiren,     dass    sa 
jedem  solchen  aus  jedem  der  vorigen  Büschel  ein  Kegel- 
schnitt gehört. 
Die    projecti vischen    Kegelschnittbüschel    (/1  ßCD)\n^Xi*K^^,.  .\    und 
(-///6''Z>'){A*Ai*ilj*... }   erzeugen  eine  Curve  Ä''*  vierter  Ordnung,  welche 
durch   die  acht   Grundpunkte  ABCDÄB'C*D'  geht.     Alle   Kegelschnitte 
x^x,^...  schneiden  )?  in  solchen  Pnnktgruppen  von  je  vier  Punkten,  dass 
deren  sechs  Verbindungslinien  eine  Curve  L^  dritter  Classe  einhüllen,  die 
auch  die  sechs  Geraden,    welche  die  vier  Punkte  ABCD  verbinden,   au 
Tangenten   hat.      Denn    der  Kegelschnitt   X^  constituirt  mit  dem  Büschel 
(x^Xj^...)    ein    Kegelschuittnetz   und   die   Geradenpaare,    welche   zu   den 
Kegelschnitten  desselben  gehören,  haben  als  Enveloppe  eine  Curve  dritter 
Classe,    die   Cayley*sche   Curve   des  Netzes.     Lassen    wir   x'   von   den 
Kegelschnitten  k^k^,..  geschnitten  werden,   so  erhalten  wir  auf  dieselbe 
Art  eine  Curve  k^  dritter  Classe,  welche  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Punkte  Ä b'C'D'  berührt.     Beide  Curven    haben   neun    gemeinschaftliche 
Tangenten;  sechs  von   ihnen  sind  die  Geraden,  welche  die  vier  Schnitt- 
punkte von  x^  und  l?  verbinden.     Sind  ^x^^h  ^^^  ^^^^  anderen,  so  schnei- 
den   sich    auf  jeder   von    ihnen    zweimal    zwei  Kegelschnitte   in  je  swei 
Punkten.      Da   nämlich   t^   eine  Tangente   von  L^   ist,*  so  liegen  auf  ihr 
zwei    Schnittpunkte   /ViV    von    A^    und    einem   Kegelschnitt   des   Büaohels 
(ABCD)^   z.  B.  x-^;   da  aber  t^  auch  Tangente  von  k\  ist,  so  muaa  in 
zweien    ihrer  Punkte  Jlli\N\   auch   x^  von   einem  Kegelschnitte  X'a  im 
andern  Büschels  geschnitten  werden.    Es  wird  /,  von  den  Kegelschnitten  i 
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(EiF^G^H^),  (E^F^G^H^),  (E^F^G^ff^,  ...,  so  liegen  sie  simmtliefa  i 
einem  Kegelschnitt  $^  Denn  die  Strahlenhüschel  der  Polaren  von 
bezüglich  (ABCD)  und  {^ÄB'C'D')  sind  die  Geraden  «(e(?iiS,es...)  n 
9l'(@@i@s6s-.-)  und  erzeugen,  da  sie  projectivisch  sind,  einen  Keg 
schnitt  ft^.  Es  bilden  aber  auch  die  Polaren  von  P  besttglich  der  Keg 
schnitte  der  Büschel  {EFGH),  {E^  F^G^H^),  (E^F^G^ff^)  drei  projecdvite 

strahienbtischeKgcarr'a'V..),  ©i (««'«" r\ . ..),  ©«(«a'«"«"! .. 

und  erzeugen  also  denselben  Kegelschnitt  St^.  Wenn  wir  die  Keg< 
schnitte    des   Büschels   {Ä'Bf'C'D")   mit   v?n^n^,,,   bezeichnen,    00  i 

Lassen  wir  P  in  P'P",.,  sich  ändern,  so  ändern  sich '6616s 6s 
e'G'iG'se'a,  e"e'\6%e"8i  ••  ^d  es  sind  P  und  63,  P'  und  6's.  ' 
und  6^3,  •  •  •  conjugirte  Punkte  in  Bezug  auf  die  drei  Kegelschnitte  k^^I^h 
und  deshalb  müssen  diese  drei  Kegelschnitte  sich  in  denselben  vier  Pun 
ten,  also  in  E^F^G^H^  schneiden.  In  gleicher  Weise  zeigt  man,  da 
die  Kegelschnitte  der  Büschel  {A'B"C"Ü'^,  {jf\ B'\C'\ I/\) ,  ...  dur 
die  Schnittpunkte  (F^F^G^B^),  {E^F^G^H^^  ...  je  zweier  homologi 
Kegelschnitte  der  Büschel  {ABCD)  und  {AB' CD')  hindurchgehen. 

Anderer  Beweis.  Eine  beliebige  Gerade  g  werde  durch  ein 
Schnittpunkt  Q  zweier  homologen  Kegelschnitte  x^^  und  X\  gezogen  U' 
von  X*,  X,*,  Xg*,  ...,  X*,  und  X*,  l^^  l^^  ...,  A',  in  den  Involutionen  Km 
KyK\y  K^K\^  ...,  QK\  und  LL\  f-iL'^^  ^a^'2»  ••»  0^'q  geschnitten.  LI 
gemeinschaftliche  Punktpaar  beider  Involutionen  sei  M M'  und  durch  d; 
selbe  M^  ein  beliebiger  Kegelschnitt,  welcher  x*  in  91  ©65)  und  l? 
^2l'iB'6'5)'  schneidet.  Diese  Punktgruppen  sehen  wir  als  GrundpunI 
zweier  Kegelschnittbtischel  {y? k^ k'^  ,.M^)  und  {l? L^L^.,,M*)  au,  welc 
ij  in  denselben  Involutionen  schneiden  müssen.  Wenn  wir  den  Pnm. 
paaren  dieser  Involutionen  die  durch  sie  gehenden  Kegelschnitte  zu» ' 
neu,  so  mu88,  da 

(A  A  ,  Aj  Ä  j,  .. .)  Ä  (^'  ^  >  ^1^  i»  •  •  •) 
ist,  auch 

(x  ,  A  ^  ,  . . . )  /\  (a  ,  ^1  ,  . . . ) 

sein.  Diese  Büschel  erzeugen  also  eine  Curve  9^  vierter  Ordnung,  die  g 
denselben  vier  Punkten  wie  h^  trifl't;  da  die  Grundpunkte  der  Bflscl* 
welche  St^  erzeugen,  auf  einem  Kegelschnitt  H^  liegen,  so  kann  die 
Curve  auch  durch  zwei  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden,  deren  Grufl 
punkte  die  Schnittpunkte  EFGH  und  (?g®^;  von  x*;i*  und  K^^L^  sin 
Dies  ergiebt  sich  daraus,  dass  man  die  Büschel  (x^x,^...)  und  {k^k^.. 
und  die  von  ihnen  erzeugte  Curv^e  projectivisch  auf  zwei  Strahlenbttscb 
und  den  von  ihnen  erzeugten  Kegelschnitt  bezieht.  Wenn  QQ'  und  Qi 
die  Schnittpunkte  von  g  mit  den  durch  EFGHQ  und  6g@$0  bestimmt 
Kegelschnitten  sind,  so  sind  die  Involutionen  A'A',  LL\  0Q\  ...  ni 
KjK\y  LjL^f  (^jD'i,  ...    in   projectivischer    Beziehung    und   haben   di 


98  Zar  synthetischen  Behandlung  etc. 

mente  eine  Cnrve  S^  dritter  Ordnung.     Diese  kann  auf  unzählige  Arten 
durch    ein    Kegclschnitthüschel    und    ein   projectivisches   Strahlenbüschel 
erzeugt  werden.     Wir  wählen  auf  ^^  zwei  ganz  beliebige  Punkte  M  und 
Ny  so  ist  durch  deren  entsprechende  Wl  und  ))l  auf  ß^  und  durch  j4  und 
B  ein  Kegelschnittbüschel  bestimmt;    die  Kegelschnitte  desselben  treffen 
fi^  in  solchen  Punktpaaren ,   dass  die  Verbindungslinien  der  Punkte  der 
einzelnen  Paare  sich  in  einem  Punkte  $  von  $^  schneiden.     Es  werden 
die  Elemente  der  beiden  Büschel  (>^/>'3n9l)  und  ($)  aus  A  und  B  durch 
Strahlenbüschel  erzeugt,  und  wenn  wir  alle  die^e  Büschel  um  A  und  B^ 
indem  ihre  gegenseitige  Lage  durchaus  ungeäudert  bleibt,  so  drehen,  dass 
die  in  // ^  yereinigten  Strahlen  sich  in  //schneiden,  so  verwandeln  Hich 
die  Büschel  {Aß(^^)   und  (6')   wieder   in  {4BCD)  und  {AB  CD')  und 
erzeugen  AT*;  aber  die  Büschel  (A BWi^)  und  ($),  welche  ft*  erzeugten, 
verwandeln  sich  in  (ABAJN)  und  {ABPD')  und  diese  müssen  natürlich 
auch  AT^  erzeugen,   womit   gezeigt   ist,    dass  mau  zu  Grundpunkten  des 
einen  erzeugenden  Büschels  ausser  A  B  zwei  ganz  beliebige  Punkte  von 
k^*  wählen  kann.     Im  andern  Büschel  aber  ist  //  als  ein  beliebiger  Punkt 
anzusehen.     Denn   legt  man  durch  die  beiden  Schnittpunkte,   in  denen 
irgend  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  {ABAJN)  die  Ourve  AT^  schneidet, 
ferner  durch  ^^  ^  und  irgend  einen  Punkt  Ä  von  A"^  einen  Kegelschnitt, 
welcher  if^  noch  in  F schneiden  mag,  so  kann  H^  auch  erzeugt  werden  durch 
die  beiden  Büschel  {AB M N)  und  {ABXY),    Hieraus  aber  folgt  der  Satz: 
8b.  Wenn   eine   Cnrve  K^  vierter   Ordnung   mit  zwei  Doppel- 
punkten A  unjd  B  durch  zwei  projectivische  Kegelschnitt- 
büschel,  welche    A   und    B  als   gemeinsame  Doppelpunkte 
haben,  erzeugt  ist,  so  kann  sie  auf  unendlich  viele  Arten 
durch   zwei   solche  Büschel   erzeugt   werden.      Die   beiden 
Grundpunkte,    ausser   A    und   B^    des   einen    Büschels   und 
einen    des   andern   kann   man    beliebig   auf  der  Curve  an- 
nehmen.     Dadurch    aber   ist    der    letzte    Grundpunjct    des 
zweiten  Büschels  bestimmt. 
Soll  man  durch  sieben  Punkte  CDEFGHJ  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung legen,   welche  zwei  gegebene  Punkte  A  und  B  zu  Doppelpunkten 
hat,   so  hat  man  nach  dem  Vorigen  einen  Punkt  X  zu  suchen,    welcher 
der  Bedingung  genügt,  dass 

{AB CD)  t F,  G,  H,  J\'/\{AB  EX)  | F,  G,H,J\ 
ist.  Es  giebt  unendlich  viele  Punkte,  welche  dieser  Bedingung  genügen; 
sie  liegen  sämmtlich  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch 
FGHJ  geht  und  ADE  zu  Doppelpunkten  hat.  Daher  giebt  es  nnendlieh 
viele  Curven  vierter  Ordnung,  welche  A  und  B  zu  Doppelpunkten  haben 
und  durch  CDEFGHJ  gehen.  Wir  denken  uns  wieder  die  Kegelschnitte 
aller  Büschel,  welche  diese  Curven  erzeugen,  durch  projectivischB  SirftUa 
büschel  projicirt  und  diese  um  A  und  B  unter  Festhaltung  ihrer  ge« 
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einer  dazu  projectivischen  Pnnktreihe  geschnitten.  Von  ihren  Doppel- 
punkten fällt  einer  auf  /"gl  ^^^  anderen  sind  die  Schnittpunkte  yon  i^ 
mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  I)ie  Schnittpunkte  von  i^  mit  der  Cnrve 
vieHer  Ordnung  sind  erstens  die  beiden  Schnittpunkte  von  /^  mit  14*, 
ferner  die  drei  Doppelpunkte  der  genannten  Punktreihen.  Einer  von 
diesen  liegt  stets  auf  CD,  Von  den  beiden  anderen  fällt  einer  mit  dem 
Schnittpunkte  ^2  ^^^  h  ^^^  ^^  zusammen,  so  dass  also  in  F^  zwei 
Punkte  der  Curve  sich  vereinigen  und  in  F^  die  Curve  vierter  Ordnung 
von  $2^  und  t^  berührt  wird.  Auf  dieselbe  Art  folgt,  dass  sich  in  F^F^P^ 
die  Curve  vierter  Ordnung  und  R*  berühren. 

Hieraus  lässt  sich  auf  die  Natur  der  beiden  Doppelpunkte  schlieaseo. 
Wir  legen  durch  A  eine  beliebige  Gerade  a  und  suchen  ihre  Schnitt* 
punkte  mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Auf  a  sei  P  ein  beliebiger  Punkt; 
von  ihm  lassen  sich  zwei  Tangenten  p  und  p  an  ft^  ziehen ,  denen  zwei 
Kegelschnitte  %\  und  ¥?p'  entsprechen ,  welche  a  noch  in  Qp  und  Qf  schnei- 
den. Aendert  sich  Pauf  a,  so  werden  Qp  und  Qf  die  Punktpaare  einer  znr 
Punktreihe  P..,  projectivischen  Involution  durchlaufen,  weil  die  Tangenten 
pp  eine  Involution  bilden.  Von  den  drei  Doppelpunkten  der  Reihen  (P...) 
und  {QpQp'^  ...)  fällt  einer  huf  CD^  die  anderen  sind  die  Durchschnitte  von  a 
mit  der  Curve  vierter  Ordnung.  Wählt  man  an  Stelle  der  beliebigen  Ge- 
raden a  eine  der  beiden  Tangenten  von  A  an  ß^  z.  B.  /at  und  ist  x'f^ 
der  ihr  entsprechende  Kegelschnitt  und  ta  die  Tangente  an  demselben 
in  Aj  so  ist  A  einer  der  Schnittpunkte  von  t«  mit  der  Curve  vierter 
Ordnung,  also  Xa  eine  Tangente  in  A  an  diese  Curve.  Ebenso  folgt, 
dass  es  noch  eine  andere  Tangente  A  an  die  Curve  giebt.  Diese  beiden 
Tangenten  heissen  die  Doppelpunktstangenten.  Im  Punkte  i^  giebt 
es  natürlich  auch  zwei  Doppelpunktstaugenten.     Wir  schliessen: 

10.  In  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sich  zwei  Tangeu- 
ten an  die  Curve  vierter  Ordnung  ziehen,  wenn  diese 
Punkte  ausserhalb  R^  liegen.  Liegt  einer  von  ihnen  auf 
$^,  so  ist  er  eine  Spitze,  und  liegt  er  innerhalb  j^^,  so 
ist  er  ein  uneigentlicher  Doppelpunkt. 

Wir  denken  uns  in  A  und  ß  die  beiden  projectivischen  Strahleu- 
involutionen,  welche  die  Curve  ^^  projiciren.  Es  seien  u^^  und  a'i^  die 
beiden  Doppelstrahlen  von  {A)'^  ihnen  entsprechen  in  {B)  die  Strahlen- 
paare Aj  h^  und  b\  b\ .  Diese  sind  die  vier  Tangenten ,  welche  sich  von  B 
an  A'^  ziehen  lassen.  Ebenso  folgt,  dass  sich  von  A  vier  Tangenten  an 
K^  ziehen  lassen.     Also: 

11.  Von  jedem  der  Doppelpunkte  lassen  sich  an  die  Cnrve 
A'*  vier  Tangenten  ziehen. 

Mit  Hilfe  von  8  lässt  sich  der  Satz  beweisen: 

12.  Wenn  eine  Curve  K^  vierter  Ordnung  durch  swei  pro- 
jectivische    Kegelschnittbttschel    erzeugt    ist,    so    wird 


102  Zar  synthetisehen  Behandlnng  etc. 


,  •    •  •  •    ■      • 
und  den  zu  ihr  projectixiacHenM^iBifaen 


•  ••..- 


.  In\  ^Cacldr  Weise  werden  durch  das  Kegelschnittbüschel  \B^ . . .  B^  und 
*«:dSi9-'zu    ihm  projectivischen   Strahlenbüschel  (^0)9   (^1)9  •••   *^^  9  ^^ 
Involution  ^^^.^^  ^^^.^^  p^^,^^ 

und  die  projectivischen  Punktreihen 

Ooi  Oo>  Oo»  •••»  *^»        » 

Oit  O'i»  O",,  ...,  r.  ^^ 

bestimmt.  •     •     • 

Einen  beliebigen  Punkt  ^  verbinde  man  mit  den  beiden  Inyolationen 
auf  g\  irgend  swei  Gerade  /|  und  /^  durch  A  treffen  g  in  swei  Punkten, 
die  Pa  und  Pk  oder  Q^  und  Qd  heissen  mögen,  je  nachdem  sie  der  enten 
oder  zweiten  Involution  angehören.  Ihnen  entsprechen  ^^^  und  ^^' 
oder  Do^^^  ^^^  C^o^^«  '^^^  diesen  Geraden  /^  und  /^  nehme  man  swei 
beliebige  Punkte  C^  und  C,,  ziehe  ^o^'^^i  ^"^  W*'^««  ^^^  ''^^^^  ^n  /^^t 
femer  Dq^^^Ci  und  Oo^'^^2y  ^^®  "^^^  ^^  ^0  schneiden  mögen,  dann  eraen- 
gen  die  Büschel 

^(Öoö'oi  öiO'i,  ...)  und  ^o(C^.Q'o.---) 
zwei  Curven  dritter  Ordnung  h^  und  (q^  die  zf  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkte haben  und  durch  die  Punkte  6\  und  C^  gehen.  —  Man  lege 
nun  durch  M' M"C^C^Dq  einen  Kegelschnitt  />^,  so  ist  zwischen  seinen 
Punkten  und  denen  von  g  eine  projectivische  Besiehung  dadurch  her- 
gestellt, dass  den  Punkten  ^^'^^^ß^i^^  M' M"  von  g  die  Punkte  C^  T^  ^'W 
von  />*  zugeordnet  sind.  Deshalb  muss  die  Punktreihe  auf  D*  auch  mit 
den  Punktreihen 

^1»  ?'i»  $"11  •••»  ^'»  ^' 


•     • 


in    projectivischer  Beziehung    und   perspectivischcr  Lage  sich  befinden. 
Bind  />|,  i>2,  ..•   die   perspectivischen  Centra,  so  erzeugen  die  Bfiachel 

(Z>i),  (D^)y  ...  mit  der  Involution  ^(^P^P\^  ...) 
Curven  dritter  Ordnung  d^^  i^^  ...,  die  mit  ^^  zu  einem  Büschel  gehOien, 
welches  C^  und  C^  zu  zwei  Grundpunkten  und  ^  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt hat. 

Durch  die  Punkte  N' N"C^C^Eq  ist  ein  Kegelschnitt  E^  bestinimt, 
dessen  Punkte  mit  den  Punkten  OoD'o-**  ▼on  g  in  projectivische  Be» 
zie.hung  dadurch  gebracht  sind,  dass  den  Punkten  jDq^^^Do*''^-^' von  9 
die  Punkte  C^C^N'N"  von  E*  zugeordnet  sind.  Diese  Punktreihe  auf  £' 
muss  mit  den  Punktreihen 
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Die  projectivischen  Cnrvenbtischel  seien  (cro'«««)  ^"^^  (/^o'*"))  d^rch 
die  Punktgruppen ,  in  denen  die  Curven  eine  beliebige  Gerade  g  schnei- 
den, und  drei  feste  Punkte  C^C^C^  lege  man  Curven  dritter  Ordnung, 
welche  einen  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  J  haben ,  so  erhält  man  swei 
neue  projectivische  Curvenbtischel  {JJC^C^C^C^C^)  und  {J  J C^C^C^C'^C^), 
Jede  dieser  Curven  kaniv  man  sich  erzeugt  denken  durch  eine  Involution 
in  J  und  ein  projectivisches  Büschel  in  C^]  die  Gerade  g  wird  ans  ^d 
und  C^  durch  zwei  projectivische  Büschel  projicirt.  Dreht  man  s&mmt- 
liche  Büschel  um  J  und  6'|,  bis  die  Strahlen  JC^  und  C^C^  mit  JC^ 
zusammenfallen,  so  erzeugen  sie  in  der  neuen  Lage  zwei  Kegelscbnitt- 
büschel  (^636465)  und  (^6364 6*5)  und  einen  Kegelschnitt  y*  durch 
/JC^.  Die  beiden  Büschel  sind  in  projectivischer  Beziehung  und  ersen- 
gen  eine  Curve  K^  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  d  und  S^, 
welche  y^  noch  in  sechs  Punkten  schneidet.  Die  diesen  verwandten 
Punkte  auf  g  sind  solche,  in  denen  sich  homologe  Curven  der  Büschel 
(a^...)  und  (jS^...)  schneiden.  Daher  ist  die  von  diesen  Curven  erzengte 
Curve  von  der  sechsten  Ordnung. 
15.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ke- 
gelschnitte zweier  projectivischen  KegolschnittbÜschel 
verbinden,  werden  von  einer  Curve  sechster  Classe  mit 
drei  Doppeltangenten  eingehüllt  und  schneiden  sich 
in  den  Punkten  einer  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs 
Doppelpunkten. 
Sind  {ABCD)\ii^Kj*...\  und  {J'B'Cl/)\kH^K..\  die  projectivischen 
Kegelschnittbüschel,  so  wird  x^  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Bü- 
schels in  solchen  Pnnktgruppen  geschnitten,  dass  die  Verbindungslinien 
derselben  von  einer  Curve  dritter  Classe  ^^  eingehüllt  werden,  welche 
auch  die  sechs  Verbindungslinien  der  Punkte  Ä'EtC'D'  berührt.  In  gleicher 
Weise  wird  }?  von  allen  Kegelschnitten  des  andern  Büschels  in  solchen 
Punktgruppen  geschnitten ,  dass  deren  Verbindungslinien  von  einer  Curve 
^3  eingehüllt  werden,  welche  die  Verbindungslinien  der  Punkte  AB  CD 
berührt.  Diese  beiden  Curven  haben  die  drei  Geraden  t^i^i^t  welche  von 
beiden  Büscheln  in  denselben  Involutionen  geschnitten  werden,  zu  gemein- 
schaftlichen Tangenten  und  ausserdem  die  sechs  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte  von  x^  und  A^.  Je  zwei  homologe  Kegelschnitte  liefern 
zwei  homologe  Curven  zweier  Curvenschaaren  dritter  Classe,  von  denen 
die  eine  Schaar  die  Geraden  AB^  AC,  AD,  BC,  BD^  CD  und  /j^^j,  die 
andere  A'B\  AiC\  Alf,  B!C\  B'I/,  C'D'  und  iii^t^  zu  Grundtangenten 
hat.  Die  übrigen  gemeinschaftlichen  Tangenten  werden  daher  (vergl.  14) 
von  einer  Curve  C^  sechster  Classe  eingehüllt,  welche  ^it^h  '^  Doppel- 
tangenten hat. 

.  Der  Kegelschnitt  x'  constituirt  mit  dem  Büschel  (A'il,^...)  ein  Kegd- 
schahtoetz;  die  Scheitel  der  im  Netze  vorkommenden  Geradenpaare  liegen 


106  Zur  sjnthetiBchen  Behandlung  etc. 

Die  Punkte   T^T\,  T^T\,  T^T\  sind   die  Gegeneckoa 
eines  vollständigen  Vierseits. 
Eine  Curve  sechster  Ordnung,   welche  die  sechs  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits   zu   Doppelpunkten   hat,    kann  auf  unzählige  Arten 
durch   zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  dritter  Ordnung  erseugi 
werden. 

Wenn  eines  der  beiden  Kegelschnittbüschel  in  eine  Strahleninvolntion 
übergeht,  so  erleiden  die  vorigen  Sätze  einige  Modificationen. 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  homologer  Elemente 
eines  involutorischen  Strahlenbüschels  {A)  und  eines 
zu  ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschels  ist  eine 
Curve  K^  vierter  Ordnung,  welche  A  zum  Doppelpunkte 
hat  und  auf  unzählige  Arten  durch  dasselbe  involuto- 
rischeStrahlenbüschel  und  projectivische^egelschnitt- 
büschel  erzeugt  werden  kann.  Von  den  Basen  dieser 
Kegelschnittbüschel  kann  ein  Punkt  beliebig  gewählt 
werden;  die  drei  anderen  erhält  man,  wenn  man  durch 
ihn  und  irgend  vier  Schnittpunkte  eines  Strahlenpaa- 
res von  {J)  mit  K^  einen  Kegelschnitt  legt  und  dessen 
übrige  drei  Schnittpunkte  mit  K^  bestimmt. 
Aus  14)  ergiebt  sich,  wenn  das  eine  Büschel  dritter  Ordnung  in 
eine  Grerade  und  ein  Büschel  zweiter  Ordnung  zerfällt,  der  Satz: 

17.  Zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugen  eine  Curve  fünfter  Ordnung, 
welche  durch  die  Orundpunkto  beider  Büschel  geht. 

Es  folgt: 

Zwei  projectivische  Involutionen  vom  zweiten  und 
dritten  Grade  auf  demselben  Träger  haben  fünf  Doppel- 
punkte. 

18.  Die  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  homologer  Ele- 
mente eines  involutorischen  Strahlenbüschels  und  eines 
ihm  projectivischen  Kegelschnittbüschels  verbinden, 
haben  als  Enveloppe  eine  Curve  C^  fünfter  Classe  mit 
zwei  Doppeltangenten  und  schneiden  sich  in  den  Punk- 
ten einer  Curve  C^  vierter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte. 

Es  seien  aa^^  bb^^  cc^y  ...  die  Strahlcnpaare  der  Involution  (5), 
x^,  x/,  x^^  ...  die  Kegelschnitte  des  Büschels  {A^A^J^A^,  Das  Geraden- 
paar (ir/j  wird  von  allen  Kegelschnitten  x^...  iu  Punktpaaren  projectivi- 
scher  Involutionen  geschnitten;  die  Verbindungslinien  homologer  Punkt- 
paare haben  als  Enveloppe  eine  Curve  a^  dritter  Classe,  welche  die  sechs 
Verbindungslinien  der  vier  Punkte  A^  A^A^A^  zu  Tangenten  hat.  Weiter  wird 
der  Kegelschnitt  x^  von  allen  Strahlenpaaren  aa^^bb^^ ...  in  solchen  Ponki- 
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Ein  räumliches  oder  ebenes  System,  welches  sich  derart  ändert,  dass 
parallele  Gerade  parallel  bleiben  und  jede  gerade  Punktreihe  in  eine  ähn- 
liche Punktreihe  übergeht,  wird  ein  affin-veränderliches  System 
genannt;  dasselbe  ist  der  specielle  Fall  eines  collinear- veränderlichen 
räumlichen  oder  ebenen  Systems,'*  dessen  Phasen  beständig  resp.  die 
unendlich  ferne  Ebene  oder  unendlich  ferne  Gerade  selbstentsprechend 
gemein  haben.  In  dieser  Abhandlung  wollen  wir  die  fundamentalen  Be- 
ziehungen der  Bewegung  eines  affin  -  veränderlichen  räumlichen  oder  ebe- 
nen Systems,  welche  die  Bewegung  des  ähnlich -veränderlichen  oder  star- 
ren Systems  als  Specialfall  enthält,  mit  den  einfachsten  synthetischen 
Hilfsmitteln  ableiten  und  uns  ein  übersichtliches  geometrisches  Bild  der 
Bewegungsformen  erwirken,  durch  welches  die  Weiterforschung  geleitet 
und  gefördert  wird.  Herr  Durrande**  hat  das  affin  -  veränderliche  räum- 
liche System  zuerst  analytisch  behandelt  und  manche  interessante  Be* 
Ziehungen  auf  diesem  Wege  abgeleitet  und  angegeben;  aber  dieselben 
verleihen  uns  keine  klare  Einsicht  in  den  Geschwindigkeits  -  und  Beschleu- 
nigungszustand des  veränderlichen  Systems,  sondern  verschleiern  die  geo- 
metrische Uebersichtlichkeit,  weil  er  die  fruchtreiche  Anwendung  der  ans 
den  Lehren    der  projecti vischen   Geometrie   bekannten  Beziehungen  der 


*  Burmester,  Kinematisch -geometrische  Untersuchungen  etc.,  Zeitschrift 
l  Math.  u.  Phys.  Bd.  XX,  S.  381. 

••  Cnmptea  Rendus  LXXIV,  1234;   LXXV,  1177;  LXXVIII,  1036.     Aih 
scientd/i^mes  de  Vecole  nomuUe  8U})6rieurt  (1673J  ii.  II,  81, 
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oder  congruenter  räumlicher  Systeme  5^,  5^^  in  gleiche  Verhllt- 
nitae  theilen,  ein  mit  diesen  Systemen  affines  räumliches 
System  S,  bilden. 

Da  bekanntlich  zwei  affine  räumliche  Systeme  S^ ,  ^  ausser  der  unend- 
lich fernen  Ebene  drei  selbstentsprecbende  Ebenen  besitaen  (von  denen 
swei  imaginär  sein  können),  die  sich  im  Allgemeinen  in  einem  im  End* 
liehen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkte  und  in  drei  selbstentspre- 
chenden Geraden  schneiden ,  so  haben  die  drei  affinen  räumlichen  Systeme 
SiS^Sg  diese  selbstentsprechenden  Elemente  gemeinsam.  Wir  erhalten 
hiemach  den  für  unsere  weiteren  Betrachtungen  fundamentalen  Sats: 

1.  DiePnnkte,  welche  die  Verbindungsstrecken  derhomo- 
logen  Punkte  aweier  affiner,  ähnlicher  oder  congruen- 
ter räumlicher  Systeme  5^,  S^  in  gleiche  Verhältnisae 
theilen,  bilden  ein  mit  diesen  affines  räumliches  Sy- 
stem Ssi  welches  die  selbstentsprechenden  Elemente 
von  S^^  S^  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

Bewegt  sich  das  affin -veränderliche  System  iS«  aus  der  Systemphaae 
S^  in  die  Systemphase  S^y  so  durchlaufen  alle  Systempunkte  ähnliche 
Punktreihen;  und  nehmen  wir  an,  ein  affin -veränderliches  räumlichas 
System  S  sei  durch  eine  beliebige  krummlinige  Bewegung  in  eine  Phase 
5|  gelangt  und  alle  Systempunkte  bewegen  sich  von  diesem  Moment  an 
in  der  Bicbtung  der  Tangenten  ihrer  Bahncurven  mit  der  ihnen  augehöri- 
gen  Geschwindigkeit,  wobei  das  affin* veränderliche  System  iS  nach  einer 
Zeiteinheit  in  eine  Phase  S^  gelangt,  dann  repräsentiren  die  Verbindunga- 
strecken der  homologen  Punkte  von  S^,  Sp  die  Grösse  und  Achtung  der 
Geschwindigkeiten  der  Systempunkte  in  der  Phase  5.  Hieraus  folgt  der  Sata : 

2.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich- veränderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Hiemach  ist  der  Greschwindigkeitszustand  einer  Phase  S^  eines  affin- 
veränderlichen räumlichen  Systems  bestimmt,  wenn  die  Grösse  und  Rich- 
tung jii^vy  ^i^vy  ^i^v9  D^Df,  der  Geschwindigkeiten  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  -^i^i^i^i  der  Phase  6\  gegeben  sind. 
Zu  jedem  fünften  Punkte  E^  in  S^  erhalten  wir  dann  die  Grösse  und 
Bicbtung  E^E^  der  Geschwindigkeit,  wenn  wir  in  S9  den  entsprechenden 
Punkt  Ep  constmiren,  und  die  Gerade  E^E^  ist  auch  die  Tangente  an 
die  Bahncurve  des  Punktes  E^^  Die  Phase  S«,  welche  uns  in  Verbin- 
dung mit  S^  ein  klares,  übersichtliches  Bild  des  Geschwindigkeitssustan- 
des im  Moment  der  Phase  S^  liefert,  wollen  wir  die  Gesohwindig- 
kettspbase  von  S|  nennen.  Die  selbstentsprechenden  Elemente  von 
Si  und  Sv,  welche  identisch  sind  mit  den  selbstentsprechenden  Elemen- 
iea  r09  ^   und  einer  unendlich  nahen  Phase  5«^  bleiben  während  der 
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demnach  wi  A^B^Cx^^  A^B^C^  oAer  A^B^C^  und  diese  Beziehaugen  blei- 
ben auch  bestehen,  wenn  die  beiden  ähnlichen  ebenen  Systeme  in  swei 
parallelen  Ebenen  sich  befinden.  Da  zwei  in  einer  Ebene  liegende  ähn- 
liche Systeme  Sy^ ,  S^  im  Allgemeinen  einen  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt  besitzen,  so  ergeben  sich  die  speciellen  Sätze: 

5.  Die  Punkte,  welche  die  Verbiudungsstrecken  der  homo- 
logen Punkte  zweier  in  einer  Ebene  liegender  ähnlicher 
Systeme  5|,  S^  in  gleiche  Verhältnisse  theilen,  bilden 
ein  ähnliches  Syatem  Sx^  welches  den  selbstentsprechen- 
den Punkt  von  5^,  S^  mit  diesen  gemeinsam  hat. 

6.  Die  Endpunkte  der  Geschwindigkeiten  der  System- 
punkte einer  Phase  S^  eines  in  einer  festen  Ebene  be- 
liebig bewegten,  ähnlich-veränderlichen  ebenen  Sy- 
stems bilden  ein  mit  S^  ähnliches  ebenes  System  Sp» 

Es  seien  in  Fig.  7  A^^  A^^  A^  und  B^^  B^^  B^  resp.  homologe  Punkte 
in  drei  beliebig  liegenden  räumlichen  oder  ebenen  Systemen  S^^  S^^  S^^ 
deren  Verwandtschaft  erst  im  Nachfolgenden  festgestellt  werden  soll.  Con- 
struiren  wir  die  beiden  Parallelogranmie  A^A^A^A^  und  B^B^B^B^^  welche 
(vorausgesetzt,  dass  die  Ecken  A^^  A^  und  B^^  B^  gegenüberliegen)  resp. 
durch  die  drei  homologen  VnvikiQ  ' A^  A^  A^  und  B^B^B^  bestimmt  sind,* 
dann  steht  die  erhaltene  neue  Strecke  A^  B^  der  beiden  vierten  Eckpunkte 
der  Parallelogramme  in  einer  folgenreichen  Beziehung  zu  den  Strecken 
A^B^^  A^B^^  A^B^,  Ziehen  wir  in  unserer  Figur  a^A^ipfi  A^ß^^  femer 
Biß^ä^A^B^y  so  ist  wegen  der  congruenten  Dreiecke  A^a^A^^  A^B^A^ 
und  B^  ß^  B^ ,  B^  A^  B^  auch  o^  ^i  T^^s^^"^  ^4  ßs  ^^^  demnach  a^  B^  :^A^ß^j 
d.  h.  die  geometrische  Summe  von  A^^B^  und  A^B^  ist  gleich  der  geo- 
metrischen Summe  von  A^B^  und  A^B^.  Legen  wir  also  in  Fig.  7a  die 
Strecken  1,  2,  3,  4,  welche  resp.  gleich  und  parallel  den  Strecken  A^B^y 
A^  B^ ,  A^B^^  A^  B^  sind ,  an  einander,  so  bilden  die  vier  Strecken 
1,  2,  3,  4  ein  geschlossenes  räumliches  oder  ebenes  Viereck,  je  nachdem 
jene  drei  homologen  Strecken  A^  B^y  A^B^y  A^B^  beliebig  im  Räume 
oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  auch  in  eine  Ebene  zusam- 
menfallen können.  Und  umgekehrt  ergiebl  sich,  wenn  ein  solches  ge- 
schlossenes räumliches  oder  ebenes  Viereck  gegeben  ist  und  wir  ziehen  die 
drei  Strecken  A^B^y  A^B^y  A^B^  in  beliebiger  Lage  resp.  gleich  und  pa- 


*  Da  drei  Punkte  AxA^Ai  drei  vorschiedene  Parallelogramme  bestimmen,  so 

wollen  wir,  am  diese  Dreidentigkeit  zu  vermeiden,  in  der  Folge  unter  dem  durch 

AiÄtA^  bestimmten  Parallelogramm  stets  dasjenige  verstehen,  dessen  Ek^ken  in 

der  Reihenfolge  A^AtA^A^  liegen,  bei  dem  also  J-i,  At  und  J.s,  A^  gegenflber- 

äßgmnde  Ecken  und. 
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Strecken,  die  mit  jenen  nicht  parallel  sind,  eintritt,  dann  scbmmpft  das 
vierte  System  S^  in  einen  Punkt  zusammen. 

Nehmen  wir  an,  es  seien  S^S^S^  drei  in  einer  Ebene  liegende  fthn* 
liehe  ebene  Systeme  und  ausser  den  homologen  Strecken  A^B^^  A^^t^ 
A^B^  seien  noeh  die  homologen  Strecken  A\B^^y  A\ff^^  A^B^^^  weleho 
also  mit  jenen  resp.  denselben  Winkel  bilden,  gegeben  und  bestimmen 
wir  zu  diesen  beziehendlich  in  dem  vierton  System  S^  die  Strecken  A^  B^^ 
j( ^  ^4,  so  sind  auch  die  Vierecke  1234,  1^2' 3'4',  welche  diesen  Strecken 
beziehendlich  angehören,  ähnlich,  und  folglich  bilden  auch  die  beiden 
Strecken  A^B^^  A\B^^  denselben  Winkel,  wie  jene  homologen  Strecken- 
paare.    Hiemach  erhalten  wir  den  speciellen  Satz: 

9.  Die  vierten  Eckpunkte  der  Parallelogramme,  welche  in 
gleichem  Sinne  durch  je  drei  homologe  Punkte  von  drei 
in  einer  Ebene  ähnlichen,  ebenen   Systemen  S^S^S^   be- 
stimmt  sind,    bilden    ein   viertes  ähnliches   ebenes   Sy- 
stem S^, 
Fallen  zwei  Seiten  des  Vierecks  1234,  z.  B.  2,  4 ,  in  eine  Gerade, 
so  sind  die  homologen  Geraden  der  ähnlichen  Systeme  S^^  S^  parallel  and 
diese  Systeme  haben  ähnliche  Lage.     Ist  in  den  ähnlichen  ebenen  Syste- 
men 5|  5*3  S^  die  geometrische  Summe  von  zwei  homologen  Strecken  A^  B^ , 
A^B^  gleich  der  entsprechenden  Strecke  A^B^y  dann  schrumpft  das  vierte 
System  S^  in  einen  Punkt  zusammen. 

In  Fig.  8  sind  durch  vier  entsprechende  Punkte  drei  homologe  Pa- 
rallelepipede  A^B^CyB^^  A^B^C^D^^  A^B^C\D^  in  den  affinen  räumlichen 
Systemen  bestimmt;  construiren  wir  in  ^4  die  entsprechenden  vierten  Ek;k- 
punkte  A^  B^  C^  D^  der  Parallelogramme  A^  A^  A^  A^ ,  B^  B^  B^  B^ ,  C^  C^  C^  C^  1 
Dl  D^  D^  0^ ,  so  ist  auch  durch  die  vier  Punkte  A^  B^  (7^  Dj^  in  dem  vierten 
System  iS^  das  homologe  Parallelepiped  gegeben  und  die  übrigen  ent- 
sprechenden £2ckpunkte  der  vier  homologen  Parallelepipede  befinden  sich 
in  den  Ecken  von  Parallelogrammen.* 

Aus  unseren  Darlegungen  orgeben  sich  weiter  die  folgenden  Sätze: 
10.  Wird  ein  affin-veränderlich  es  räumlich  es  System  «S^  durch 
eine  Ursache  in  einer  bestimmten  Zeit  geradlinig  in 
eine  Phase  S,  und  durch  eine  andere  Ursache  in  dersel- 
ben Zeit  geradlinig  in  eine  Phase  ^3  bewegt,  so  durch- 
laufen, wenn  beide  Ursachen  gleichzeitig  wirken,  die 
Punkte  des  Systems  S^  in  derselben  Zeit  die  Diagonalen 
der   Parallelogramme,    welche    durch  je   drei   homologe 


*  Diese  fQr  unsere  weiteren  Betrachtungen  fundamentalen  Sätze  1  bis  10  kön- 
nen auch  leicht  durch  die  eminent  fruchtbare,  leider  zu  wenig  bekannte  Methode 
abgeleitei  werden,  welche  H.  Grassmann  iu  seiner  „Ausdehnungslehre** 
ßäpng  1644,  zweite  Ausgabe  1878  und  Berlin  1862)  dargelegt  hat 
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A^Atp^  B^Btpy  C^C^^  D^Dy,  ...,  welche  beziehendlich  den  unendlich  klei- 
nen Strecken  A^A^y  ^2^4)  ^2^4)  D^D^^.,,  proportional  sind,  aufgetragen, 
80  bilden  die  Endpunkte  A^P^CipD^  ...  der  Beschleunigungen  ein  mit 
A^B^C^D^  . .,  affines  räumliches  System  S^p,  Wir  erhalten  hiemach  den 
wichtigen  folgenreichem  Satz: 

12.  Die  Endpunkte  der  Beschleunigungen  der  System- 
punkte  einer  Phase  eines  beliebig  bewegten  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich-veränderlichen  oder  starren  räum- 
lichen Systems  bilden  ein.  affines  räumliches  System. 

Nennen  wir  das  System  Sjp  der  Endpunkte  der  Beschleunigungen 
die  Beschleunigungsphase,  so  entspricht  jeder  Phase  des  veränder- 
lichen räumlichen  Systems  eine  affine  Beschleunigungsphase  und  die  Ver- 
bindungsstrecken der  homologen  Punkte  der  Systemphase  und  der  zu- 
gehörigen Beschleunigungsphase  repräsentiren  die  Grösse  und  Richtung 
der  Beschleunigungen  der  Systempunkte.  Diese  wichtige,  interessante 
Beziehung  liefert  ein  klares,  übersichtliches  Bild  des  Beschleunigungs- 
zustandes eines  affin -veränderlichen,  ähnlich  -  veränderlichen  oder  starren 
räumlichen  Systems  und  wird  die  Grundlage  für  unsere  weiteren  Unter- 
suchungen bilden. 

Eine  Systemphase  S^  und  die  zugehörige  Besohleunigungsphase  S^ 
besitzen  als  affine  räumliche  Systeme  im  Allgemeinen  drei  im  Endlichen 
liegende  selbstentsprechende  Ebenen,  die  sich  in  drei  selbstentsprechen- 
den Geraden  und  in  einem  selbstentsprechenden  Punkte  schneiden.  Diesen 
selbstentsprechendeu  Punkt,  den  einzigen,  dessen  Beschleunigung  gleich 
Null  ist,  wollen  wir  den  Bescbleunigungspol  nennen.  Für  alle  in 
den  drei  ielbstentsprechenden  Ebenen  liegenden  Systempunkte  der  be- 
trefifenden  Phase  liegen  die  Beschleunigungsrichtungen  beziehendlich  in 
diesen  Ebenen  und  für  alle  in  den  drei  selbstentsprechenden  Geraden 
liegenden  Systempunkte  fallen  die  Beschleunigungsrichtungen  resp.  in 
diese  Geraden.  Da  die  affinen  räumlichen  Systeme  Sx^  S^  durch  vier 
'  nicht  in  einer  Ebene  liegende  homologe  Funkte  bestimmt  sind,  so  erhal- 
ten wir  den  Satz: 

13.  Sind  durch  AxAtp^  B^  B^p^  C^Cfp^  Bx  Dtp  die  Grössen  und 
Richtungen  der  Beschleunigungen  von  vier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Punkten  AxBxCxD,  einer  Phase 
Sx  eines  affin-veränderlichen,  ähnlich-veränderlichen 
oder  starren  räumlichen  Systems  gegeben,  so  ist  der 
Beschleunignngszustand  der  Phase  bestimmt,  und  wenn 
man  zu  einem  beliebigen  fünften  Punkte  Ex  der  Phase 
Sx  den  entsprechenden  Punkt  E^  in  der  affinen  Beschleu- 
nigungsphase  i^^  construirt,  so  repräsentirt  E^gE^  die 
Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  des  Paak- 
tes  Ejg. 
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Gerade  DE  mit.  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebige 
Gerade,  welche  die  Geraden  AJi^  AC  reep.  in  den  Punkten  j5,  y  trifft, 
dann  beschreiben  nach  dem  Satze  1  auch  j3,  y  auf  affinen  Curven  affine 
Punktreihen;  dasselbe  gilt  dann  von  dem  Punkte  G  und  folglich  auch 
von  dem  auf  (?/>  liegenden  Punkte  E,     Hiernach  erhalten  wir  den  Satz: 

16.  Beschreiben  vier  nicht  ii)  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte  eines  affin- veränderlichen  rftnmlichen  Systems 
auf  vier  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Curven  affine 
Punktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkten. 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affin -veränderlichen  räumlichen 
Systems  auf  drei  eben^en  oder  räumlichen  affinen  Cui'ven  affine  Punkt- 
reihen,  so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  durch 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  affin- 
veränderlichen räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  dieser 
Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  wir  die  Bahn  fläche  dieser  System- 
curve nennen  wollen.  Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  dann 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  L  eines 
affin  -  veränderlichen  räumlichen  Systems  S^  dessen 
Punkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Punktreihen  be- 
schreiben, können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve  A 
eines  andern  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
Z  angesehen  werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarrt 
gedachten  Phasen  der  Curve  L  affine  Punktreihen  durch- 
schreiten; und  die  Phasen  der  in  2^  liegenden  System- 
curve  A  erzeugen  dieselbe  Bahnfläche,  welche  durch 
die  Phasen  der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildet 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen,  alle  Parabeln  beziehendlich  affine 
Curven  sind,  so  ergiebt  sich  aus  16  der  specielle  Satz: 

18.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  vier  Hyperbeln,  Ellipsen  oder 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempnnkte  affine 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Kegelschnitte  können  auch  zum  Theil  in  eine  Gerade  über- 
gehen. Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zwei 
Punkte  im  Endlichen  begrenzte  Gerade  ausarten;  eine  Ellipse  kann  ia 
eine  gerade  Strecke  übergehen  und  eine  Parabel  kann  zu  einer  einfflitig 
bejg^reagten,  iOß  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren.  •  >- 
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Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  S)r8temcurve  eines  bewegten  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  umhüllen  dieselbe  Curve,  welche  von  den 
Phasen  dieser  Systemcurve  umhüllt  wird  und  welche  wir  die  H ülU) ahn- 
en rve  nennen.  Aus  20)  ergiebt  sich  dann  die  Umkehrbarkeit  der  Be- 
wegung : 

21.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  C  eines 
affin-veränderlichen  ebenen  Systems  5,  dessen  Punkte 
auf  affinen  ebenen  Bahncurven  affine  Punktreihen  be- 
schreiben, können  als  Phasen  einer  Systemcurve  Feines 
andern  affin-veränderlichen  ebenen  Systems  L  ange- 
sehen werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarrt  gedach- 
ten Phasen  der  Curve  C  affine  Punktreihen  durchschrei- 
ten; und  die  Phasen  der  in  2  liegenden  Systemcurve  F 
umhüllen  dieselbe  HUllbahncurve,  wie  die  Phasen  der  in 
S  liegenden  Systemcurve  C, 

Ferner  ergeben  sich  die  folgenden  speciellen  Sätze: 

22.  Beschreiben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  drei  Hyperbeln,  Ellipsen  oder 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempunkte  affine 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln, und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  ebenes  affines  System. 

23.  Bewegen  sich  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Sy- 
stempunkte eines  affin-veränderlichen  ebenen  Systems 
harmonisch  gleichperiodisch  auf  Ellipsen,  so  bewegen 
sich  alle  Systempunkte  harmonisch  gleichperiodisch 
auf  Ellipsen  und  die  Mittelpunkte  derselben  bilden  ein 
affines  ebenes  System. 

Diese  Ellipsen  können  zum  Theil  in  gerade  Strecken  Übergehen  und 
dann  bilden  die  Endpunkte  dieser  Strecken  die  Geschwindigkeitspolbahn 
des  veränderlichen  ebenen  Systems. 

Bewegen  sich  zwei  Punkte  eines  affin  -  veränderlichen  ebenen  Systems 
mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  auf  zwei  in  einer 
Ebene  liegenden  Kreisen,  dann  bewegen  sich  alle  Punkte  ihrer  Verbin- 
duDgsgeraden  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  in  gleichem  Sinne  auf 
Kreisen.  Ilaben  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  eines  affin- 
veränderlichen  ebenen  Systems  solche  Bewegungen ,  so  gilt  dasselbe  von 
allen  Systempunkten  und  die  Mittelpunkte  der  Bahnkreise  bilden  ein 
affines  ebenes  System;  bewegt  sich  aber  der  dritte  Systempunkt  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  mit  derselben  Winkelgeschwindigkeit,  welche  die 
beiden  ersten  Punkte  besitzen ,  auf  einem  Kreise ,  dann  beschreiben  ausser 
diesen  drei  Paukten  nur  noch  die  auf  der  Verbindung  der  erstgenannten 
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seiner  elliptischen  Bahn,  dann  gilt  dasselbe  von  allen  Systompnnktou ; 
die  Beschleunignngsphaso  Sq,  ist  dann  starr  und  identisch  mit  dem  System 
der  Mittelpunkte  der  elliptischen  Bahnen. 

Sind  in  Fig.  10  zwei  in  einer  Ebene  liegende  afÜne  ebene  Systeme 
S^y  S^  gegeben,  so  können  wir  leicht  den  geometrischen  Ort  derjenigen 
homologen  Punkte  dieser  Systeme  bestimmen,  deren  Verbindungsstrecken 
gleich  einer  gegebenen  constanten  Strecke  m  sind.  Nehmen  wir  an,  os 
seien  ^iB^  ...  und  ^2^2  *  *  *  homologe  Punktreihen  auf  den  entsprechen- 
den Geraden  Z^,  /,  und  P  sei  der  selbstentspn'chende  Punkt  von  S^^S^\ 
dann  ziehen  wir  die  entsprechenden  Strahlen  P^|,  PA^,  beschreiben  um 
P  mit  m  als  Radius  einen  Kreis  A-,  ziehen  den  Kreisradius  PaWA^A^^ 
a  A\  II  PA^  und  Ä ^  jf^WA^A^j  so  ist  Jl^Ä^^=m  und  Ä ^ ,  Ä^^  sind  homologe 
Punkte  in  5^,  5^,  deren  Verbindungsstrecke  gleich  der  constanten  Länge 
m  ist.  In  gleicher  Weise  erhalten  wir  die  homologen  Punkte  ff^  ff^^ 
indem  wir  den  Kreisradius  P^^B^B^,  ^B^^^^PB^  und  B^x^%\i^\^% 
ziehen.  Dann  bilden  die  Punkte  a\B\,^,  und  a\B\,..  resp.  den 
genannten  geometrischen  Ort  in  S^  und  S^ .  Betrachten  wiir  S^  als  Phase 
eines  affin  •  veränderlichen  ebenen  Systems  und  S^  als  zugehörige  Gre- 
schwindigkeitsphase  oder  Beschleunigungsphase ,  so  bilden  A\ B\,,.  be- 
ziehendlich den  geometrischen  Ort  der  Systempunkte ,  welche  gleiche  Ge- 
schwindigkeit oder  gleiche  Beschleunigung  besitzen.  Wir  wollen  nun  bewei- 
sen, dass  dieser  geometrische  Ort  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  mit  P 
zusammenfällt.  Die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punkte  A^  A^ , 
B^B^^  ...  umhüllen  eine  Parabel  n ,  weil  die  Punktreihen  A^B^  ...  und 
A^B^  ...  ähnlich  sind.  Die  beiden  durch  P  gehenden  Geradon  /t,  t\ 
welche  die  homologen  Punkte  H^H^y  J^J^  verbinden,  sind  die  selbstent- 
sprechenden Geraden  in  den  affinen  ebenen  Systemen  6\,  5^;  diese  selbst- 
entsprechenden Geraden,  welche  in  unserer  Figur  reell  sind  und  auch 
imaginär  sein  können,  sind  Tangenten  der  Parabel  n  und  daher  reell 
oder  imaginär,  je  nachdem  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Parabel  n 
liegt.  Betrachten  wir  nun  PaA\A\  und  Pßh\B\  beziehendlich  als  ent^ 
sprechende  Punkte  in  affinen  ebenen  Systemen  Za  ^md  £ß^  so  sind  auch 
in  diesen  Systemen  die  Geraden  A,  1  selbstentsprechende  Gerade;  denn 
als  reelle  oder  imaginäre  Tangenten  der  Parabel  n  theilen  sie  die  Ver- 
bindungsstrecken A^A^  und  B^B^  in  gleiche  Verhältnisse  und  folglich 
auch  die  parallelen  Strecken  A\a\  und  B\B\,  Betrachten  wirJ?«'^/»  — 
als  Phasen  eines  affin -veränderlichen  ebenen  Systems  2?,  so  sind  in  die* 
sen  die  Geraden  h ,  t  und  der  Punkt  P  als  selbstentsprechende  Elemente 
fest  und  ein  Punkt  des  Systems  durchläuft  den  Kreis  /r.  Nach  einem 
früher  bewiesenen  allgemeinen  Satze*  folgt  dann,  dass  alle  Systempunkte 


*  Burmester,  Kinematisch •  geometrlBche  Untersuchangen  etc.,  Zeitschrift  f 
Math.  u.  Phjs.  Bd.  2U,  S.  381. 
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Oerade  DE  mit  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebig 
Gerade,  welche  die  Geraden  AB^  AC  resp.  in  den  Punkten  ß^  y  triff) 
dann  beschreiben  nach  dem  Satze  1  auch  ß^  y  auf  affinen  Ourven  affin« 
I^unktreihen;  dasselbe  gilt  dann  von  dem  Punkte  G  und  folglich  and 
von  dem  hxiiGD  liegenden  Punkte  K,     Hiernach  erhalten  wir  den  Sats 

16.  Beschreiben  vier  nicht  ii)  einer  Ebene  liegende  System, 
punkte  eines  affin- veränderlichen  räumlichen  Syatenk 
auf  vier  tBbenen  oder  räumlichen  affinen  Ourven  affiifa 
Punktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkte- 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affin  -  veränderlichen  räumlich« 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Cui^ven  affine  Punla 
reihen,  so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  dui^ 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  afS 
veränderlichen  räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  die^ 
Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  wir  die  Bahn  fläche  dieser  Syste- 
curve  nennen  wollen.     Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  da^ 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte   einer  Systemcurve  L  ein. 
affin -veränderlichen    räumlichen    Systems    S,     dess  « 
Punkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Punktreihen  l^ 
schreiben,  können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve 
eines  andern  affin-veränderlichen  räumlichen  Syateir: 
£  angesehen   werden,    dessen  Punkte  auf  den   erstarr* 
gedachten  Phasen  der  Curve  L  affine  Punktreihen  durc 
schreiten;   und   die  Phasen  der  in  £  liegenden  System 
curve   A  erzeugen    dieselbe  Bahnfläche,    welche  durtf 
die  Phasen   der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebild 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen,  alle  Parabeln  beziehendlich  affin 
Ourven  sind,  so  ergiebt  sich  aus  16  der  specielle  Satz: 

18.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Systeia 
punkte  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  System 
affine  Punktreihen  auf  vier  Hyperbeln,  Ellipsen  od« 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempunkte  affic 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para 
beln  und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  da 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Kegelschnitte  können   auch   zum  Theil   in  eine  Gerade  tibes 
gehen.     Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zw 
Punkte   im  Endlichen  begrenzte  Gerade  ausarten;   eine  Ellipse  kann 
eine  gerade  Strecke  Übergehen  und  eine  Parabel  kann  zu  einer  einaeit- 
begrenzten f  iaa  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren. 
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Gerade  DE  mit  der  Ebene  ABC  bildet,   in  diese  Ebene   eine  beliebige 
Gerade,   welche  die  Geraden  AB^  AC  resp.  in  den  Punkten  ^,  y  trifft 
dann  beschreiben  nach  dem  Satze  1   auch  /3,  y  auf  affinen  Curven  affin 
Pnnktreihen;    dasselbe   gilt   dann   von    dem  Punkte  G  und  folglich  anc~^ 
von  dem  km^GD  liegenden  Punkte  E,     Hiernach  erhalten  wir  den 

16.  Beschreiben  vier  nicht  ii)  einer  Ebene  liegende  Syste 
punkte  eines  affin- veränderlichen  rftumlichen  Syste 
auf  vier  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Curven  affii 
Pnnktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempnnkte 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affin  -  veränderlichen  räumlich 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  räumlichen  affinen  CniVen  affine  Pun 
reihen,  so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  du 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten 
veränderlichen  räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  dl 
Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  wir  die  Bahn  fläche  dieser  Systes-  ^ 
curve  nennen  wollen.  Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  da.  a 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte   einer  Syptemcurve  L  eia    ^ 
affin  -  veränderlichen    räumlichen    Systems    5,     dess^ 
Punkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Punktreihen  b  ^ 
schreiben,  können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve     ^ 
eines  andern  affin-veränderlichen  räumlichen  Syatein - 
Z  angesehen   werden,    dessen  Punkte  auf  den    erstarr^ 
gedachten  Phasen  der  Curve  L  affinePunktreihen  durch-' 
schreiten;   und   die  Phasen  der  in  Inliegenden  System- 
curve    A  erzeugen    dieselbe   Bahnfläche,    welche   durch 
die  Phasen    der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildet 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen,  alle  Parabeln  beziehendlich  affine 
Curven  sind,  so  ergiebt  sich  aus  16  der  specielle  Satz: 

18.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  System- 
punkte  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systems 
affine  Punktreihen  auf  vier  Hyperbeln,  Ellipsen  oder 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempunkte  affine 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Para- 
beln und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  der 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Kegelschnitte  können  auch  zum  Theil  in  eine  Gerade  tiber- 
gehen. Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zwei 
Punkte  im  Endlichen  begrenzte  Gerade  ausarten;  eine  Ellipse  kann  in 
eine  gerade  Strecke  Übergehen  und  eine  Parabel  kann  zu  einer  einseitig 
begrenzten,  ins  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren. 
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Oerade  1>E  mit  der  Ebene  ABC  bildet,  in  diese  Ebene  eine  beliebig 
Gerade,  welche  die  Geraden  AB^  AC  resp.  in  den  Punkten  ß^  y  triff 
fiann  besclireiben  nach  dem  Satze  1  auch  /?,  y  auf  affinen  Carven  affin 
Punktreihen;  dasselbe  gilt  dann  von  dem  Punkte  G  und  folglich  aac 
von  dem  hufGD  liegenden  Punkte  K,     Hiernach  erhalten  wir  den  Sat: 

16.  Beschreiben  vier  nicht  ii)  einer  Ebene  liegende  Systen 
punkte  eines  affin- veränderlichen  räumlichen  Systen 
auf  vier  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Curven  affi*i 
Punktreihen,  so  gilt  dasselbe  von  allen  Systempunkte^ 

Beschreiben  nur  drei  Punkte  eines  affiu  -  veränderlichen  räumliclm 
Systems  auf  drei  ebenen  oder  räumlichen  affinen  Cni'ven  affine  Pua1 
reihen,  so  gilt  dasselbe  nur  von  den  Systempunkten,  die  in  der  du 's 
jene  drei  Punkte  bestimmten  Ebene  liegen. 

Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  eines  bewegten  afl 
veränderlichen  räumlichen  Systems  erfüllen  die  durch  die  Phasen  die*-: 
Systemcurve  gebildete  Fläche,  welche  wir  die  Bahn  fläche  dieser  Syst^= 
curve  nennen  wollen.  Aus  dem  eben  abgeleiteten  Satze  16  folgt  d«« 
die  Umkehrbarkeit  der  betreffenden  Bewegung. 

17.  Die  Bahncurven  der  Punkte  einer  Systemcurve  L  ein 
affin -veränderlichen  räumlichen  Systems  5,  dess« 
Punkte  auf  affinen  Bahncurven  affine  Punktreihen  b 
schreiben,  können  als  die  Phasen  einer  Systemcurve 
eines  andern  affin-veränderlichen  räumlichen  System 
£  angesehen  werden,  dessen  Punkte  auf  den  erstarr 
gedachten  Phasen  der  Curve  L  affine  Punktreihen  durch 
schreiten;  und  die  Phasen  der  in  £  liegenden  System 
curve  A  erzeugen  dieselbe  Bahnfläche,  welche  durc 
die  Phasen  der  in  S  liegenden  Systemcurve  L  gebildf 
wird. 

Da  alle  Hyperbeln,  alle  Ellipsen,  alle  Parabeln  beziehendlich  affii 
Ourven  sind,  so  ergiebt  sich  aus  16  der  specielle  Satz: 

18.  Beschreiben  vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Systen 
punkte  eines  affin-veränderlichen  räumlichen  Systen 
affine  Punktreihen  auf  vier  Hyperbeln,  Ellipsen  od« 
Parabeln,  so  beschreiben  alle  Systempunkte  affin 
Punktreihen  resp.  auf  Hyperbeln,  Ellipsen  oder  Pari 
beln  und  die  Mittelpunkte  der  Hyperbeln,  wie  die  d( 
Ellipsen  bilden  ein  affines  räumliches  System. 

Diese  Kegelschnitte  können  auch  zum  Theil  in  eine  Oerade  übe 
gehen.  Die  Hyperbel  kann  in  eine  ins  Unendliche  gehende,  durch  zw 
Punkte  im  Endlichen  begrenzte  Gerade  ausarten;  eine  Ellipse  kann  : 
eine  gerade  Strecke  Übergehen  und  eine  Parabel  kann  zu  einer  einaeif 
besprengten,  ins  Unendliche  gehenden  Geraden  degeneriren. 
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des  affin  -  veränderlichen  Systems  von  der  Phase  S,r  nach  der  zagehörigeu 
Beschleunigungsphase  S^^  in  der  Zeiteinheit.  Denken  wir  uns  zu  einer 
Phase  cSr  des  veränderlichen  Systems  die  zugehörige  affine  Geschwindigkeits- 
phase Sif  bestimmt,  so  geben  uns  die  Verbiudungsstreckeu  der  homologen 
Punkte  der  affinen  räumlichen  Systeme  S'^,  S^,  die  Grösse  und  Richtung 
der  Geschwindigkeit  der  betrefi'enden  Punkte  und  die  Tangenten  an  den 
Bahncurven  dieser  Punkte;  denken  wir  uns  ferner  zu  der  Phase  S^  die 
zugehörige  affine  Beschleunigungsphase  Sq,  construirt,  so  liefern  uns  die 
Vorbindungsstrecken  der  homologen  Punkte  der  affinen  räumlichen  Sy- 
steme Sxt  Stp  die  Grösse  und  Richtung  der  Beschleunigung  der  betreffenden 
Punkte  der  Systemphase  S^r.  Hiernach  ist  das  Studium  des  Geschwindig- 
keits-  und  Beschleunigungszustandes  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich- 
veränderlichen oder  starren  räumlichen  Systems  auf  die  Untersuchung  der 
rein-geometrischen  Beziehungen  der  drei  affinen  räumlichen  Systeme  SjgS„Stp 
zurückgeführt  und  die  durch  die  Geometrie  der  Lage  gebotenen  zahlreichen 
interessanten  Beziehungen  können  als  Sätze  über  Geschwindigkeiten,  Be- 
schleunigungen und  Bahncurven  der  Punkte  eines  affin -veränderlichen, 
ähnlich-veränderlichen  oder  starren  räumlichen  Systems  interpretirt  werden. 
Wir  wollen  einige  der  wichtigsten  Resultate,  die  unmittelbar  aus  dieser 
Darlegung  hervorgehen,  ableiten. 

Die  Verbindungsstrahlen  der  homologen  Punkte  zweier  affiner  räum- 
licher Systeme  bilden  einen  besondern  Strahlencomplex  zweiter  Ordnung 
und  zweiter  Classe,  und  die  drei  im  Endlichen  liegenden  selbstentspre- 
chenden Ebenen  dieser  Systeme,  welche  auch  Hauptebenen  des  Com- 
plexes  genannt  werden,  bestimmen  auf  jedem  dieser  Strahlen  Strecken, 
die  im  constanten  Verhältnisse  stehen.  Dieser  besondere  Strahlencom- 
plex, den  wir  einen  triedralen  Strahlencomplex  nennen  wollen, 
wird  auch  durch  die  Schuittgeraden  je  zweier  entsprechender  Ebenen  der 
affinen  Systeme  gebildet.  Der  triedrale  Strahlencomplex  ist,  weil  zwei 
affine  räumliche  Systeme  stets  die  unendlich  ferne  Ebene  selbstentsprechend 
gemein  haben,  ein  tetraedraler  Strahlencomplex  mit  einer  unendlich  fer- 
nen Hauptebene  und  wird  noch  mehr  specialisirt,  wenn  die  affinen  räum- 
lichen Systeme  in  ähnliche  oder  congruente  übergehen;  aber  wir  wollen 
jene  Benennung  auch  für  diese  beiden  letzten  besonderen  Fälle  beibehalten. 
Ferner  wollen  wir  auch,  um  Ausnahmen  zu  vermeiden  und  der  Consequenz 
wegen  von  starren  räumlichen  Systemen  sagen ,  dass  ^e  einen  Geschwin- 
digkeitspol besitzen,  obwohl  derselbe  stets  im  Unendlichen  liegt.  Wir 
erhalten  hiernach  die  sich  von  selbst  ergebenden  Sätze: 


oi^    TV.      iGeschwindigkeits-l -^.    ,  ,        t^       , 

29.  Die    {„        ,,  .^  jRichtungen    der  Punk 

( Beschleunigungs-  ) 


te  einer 


Phase  eines  affin -veränderlichen,  ähnlich -veränder- 
lichen oder  starren  Systems  bilden  einen  triedralen 
Strahlencomplex,     dessen     Hauptebenen     und     Haupt?' 
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»■^^^.-.^^./^      4^^- 


Ge8chwindigkeit8-(-,    ,        ,         ,        „  u    i    -i         i    i- 

'„        ,,  .  >rol   sehendes  Hyperboloul  und  die 

Beschleunigungs- )  "^ 

Gesammtheit  dieser  Richtungen  umhüllt  cineComplex- 

fläche. 

Zwei  entsprechende  Parallelebeuonbüschel  in  zwei  affinen  Systemen 
haben  die  unendlich  ferne  Ebene  sclbstentsprechend  gemeinsam  und  erzeu- 
gen demnach  eine  Ebene,  die  durch  den  im  Endlichen  liegenden  selbst- 
entsprechenden Punkt  der  affinen  Systeme  geht.  Bestimmen  wir  also 
drei  solche  Ebenen  durch  drei  Paar  entsprechende  Parallelebencnbüschel 
in  den  Systemen  5«,  Sp^  so  ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  drei  Ebenen 
der  Geschwindigkeitspol.  Die  Geschwindigkeitsrichtungen  aller  Punkte 
einer  solchen  durch  den  Geschwindigkeitspol  gehenden  Ebene  liegen  dem- 
nach in  den  Ebenen  des  zugehörigen,  in  S^  befindlichen  Parallelebenen- 
büschels  oder,  mit  anderen  Worten,  sind  senkrecht  zu  einer  auf  diesen 
Parallelebenen  normalen  Geraden.  Das  Analoge  gilt  für  die  Beschleuni- 
gung und  wir  erhalten  den  von  Herrn  Durrande  ^  analytisch  abgelei- 
teten Satz: 

35.  Alle  Punkte  in  einer  Phase  eines  affin-veränderlichen, 
Ähnlich  •  veränderlichen    oder    starren    Systems,    deren 

iGeschwindigkeits-l  -,.    ,  ,         , 

^        ,  ,         .  /  Richtungen     senkrecht     zu     einer 

Bescbleunigungs-  ) 

ri         j  •    j     1-  j        u    1        tGescbwindig- 

Geraden  sind,  liegen  in  einer  durch  den  \  ,.        .  .  . 

^  f  Beschleuni- 

keits-  I  T>    ,        ,        j        ^, 

>  Pol  sehenden  Ebene, 
gungs-l 

Betrachten  wir  zwei  entsprechende  ebene  afltino  Systeme  fj^,  Cp  in 
den  affinen  räumlichen  Systemen  Sj^^  Sp^  dann  entspricht  der  Schnitt- 
geraden exe„  in  5,,  eine  in  der  Ebene  e^g  liegende  Gerade  in  S^.  Denken 
wir  uns  von  dem  affinen  ebenen  System  Cp  eine  senkrechte  Projection  e\ 
auf  Ebene  f^  bestimmt,  dann  haben  die  affinen  ebenen  Systeme  €jer  c\ 
einen  im  Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkt  und  zwei  durch 
diesen  gehende  selbstentsprechende  Gerade,  die  auch  imaginär  sein  kön- 
nen. Dasselbe  gilt  von  je  zwei  in  Sx^  Sq,  liegenden  ebenen  Systemen 
und  wir  gelangen  demnach  zu  dem  Satze: 

36.  In  jeder  Ebene  ^jr  einer  Phase  eines  affin-veranderlicheni 
ähnlich-veränderlichen   oder   starren    Systems   giebt  es 


einen  Punkt,  dessen 


fGeschwindigkeits-|„.    ,  . 

_        ,,         .  )Richtung  senk- 

Beschleunigungs- ^  ^ 

recht    zu    dieser   Ebene   f'x    ist,    und    zwei   durch    diese[n 

Punkt  gehende  reelle  oder  imaginäre  Gerade,  diesolche 


*  A.  &  0.,  und  Camptes  rendus  LXXIV,  1^34, 
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gleiche    Geschwindigkeit    besitzen,     ist    ein    Ellipsoidi 
dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist. 

39.  Der  geometrische  Ort  der  Systcmpunkto  einer  Phase 
oi-nes  affin  -  veränderlichen  ,  ähnlich -veränderlichen 
odt^r  starren  räuuilichcfi  Systems,  welche  gleiche  Be- 
schleunigung besitzen,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittel- 
punkt der  Beschlcunigungspol  ist.* 

Da  ähnliche  räumliche  Systeme  eine  reelle  selbstentsprechende  Ebene 
und  eine  auf  dieser  senkrecht  stehende  selbstentsprechenüo  Gerade  be- 
sitzen, und  congruente  räumliche  Systeme  nur  eine  selbstcntsprechende 
Gerade  haben,  welche  zwei  congruente  Punktreihen  trägt,  so  folgt  ana 
dem  Satze  38  der  specielle: 

40.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phase 
eines  ähnlich  -  veränderlichen  räumlichen  SyatemSt 
welche  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ist  ein  Ro- 
tationsellipsoid, dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindig- 
koitspol,  dessen  Axe  die  selbstentsprochendo  Gerade 
ist,  welche  die  Systemphase  mit  ihrer  unendlich  nahen 
Phase  gemeinsam  hat  und  welches  bei  einem  starren 
räumlichen  System  in  einen  Kotationscylinder  fiber- 
geht. 

Wir  wollen  das  Ellipsoid,  dessen  Punkte  gleiche  Geschwindigkeit 
besitzen,  das  Geschwindigkeitsellipsoid  und  das  Ellipsoid,  weichet 
die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  trägt,  das  Beschleunigangs- 
ellipsoid  nennen;  jenes  geht  für  die  Geschwindigkeit  Null  in  den  Ge- 
schwindigkeitspol über  und  dieses  zieht  sich  für  die  Beschleunigung  Null 
in  den  Beschleunigungspol  zusammen. 

Sind  drei  Ebenen  Ef^  Ei  Ef^  gegeben ,  welche  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  denken  wir  uns  die  Geraden  gaO^Üc"  im  Räume  liegend 
welche   diese  Ebenen   resp.   in   den   Punkten   Ak^iAi^   ^k^il^k^  ^'h^i^ 
derart  treffen,  dass 

^h  ^i  __  f^h  Bj  __  f\  Cj  __  __ 
Ai  Ak  J^i  Bk  (\  Cic 
ist,  nehmen  wir  femer  auf  diesen  Geraden  die  ähnlichen  Punktreih« 
,4,  A^  Aj^  Ai  Ai^y  B^  B^  Bj^  /?,  B/^ ,  6\  6\  Cj^  Ci  C/t ,  ...  an ,  so  können  wir  dS" 
Geraden  gaffbgc-"  ^h  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punk^ 
A^A^t  B^B^^  C^C^^  ...  zweier  räumlicher  affiner  Systeme  S^,  S^  anseheHB 
für  welche/'  der  selbstentsprechende  Punkt  und  Eh  Ei  Et  die  drei  sclbs 
entsprechenden  Ebenen  sind.     Ist  insbesondere 


*  Dieser  Satz  wurde  für  das  starre  Svstoni  laut  einer  brieflichen  Mittheilair== 
zuerst  von  Herrn  Schell  in  seinem  Vortrage  zu  Carlsruhe  im  Jahre  1871  analytii 
abgeleitet,  femer  von  Herrn  Jordan  und  dann  auch  von  Herrn  Liguine  fj 
^/<f  /a  Socictc  mathimaiuiut  de  France  ii^S,  T.  I  pag  146  et  162)  mitgetheilt. 
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DX    lieber  einige  unendliche  Seihen. 
Wenn  die  Werthe  zweier  Integrale  von  den  Formen 

00  « 

1)  -^n  =  —  /  AO  ^0* « ^  ^'^     ^«  =  —  /  AO  *««  w<  rf/ 

0  0 

bekannt  sind,  so  lassen  sich  die  verallgemeinerten  Fonri er* sehen  SXti 

2)  i^o  +  ^^n  cosnxz=zf{a)  +  Zf{2nn  —  x)  +  Zf{^2nn  +  x) , 

3)  2:^«  «Vina:  =  /•(«)  — 2:A2wjj  —  a:)  +  2:A2ww  +  Ä-), 

0<ar<2;r,     n=l,  2,  3,  ... 

als  Transformationen  auffassen,  dareb  welche  zwei  periodische  Reihen 
andere,   meistens   nicht  periodische  Reihen   umgesetzt  werden.     Für  • 
Gleichung  2)  bietet  die  Annahme  f(i)  =  e''^^  ein  bekanntes  Beispiel; 
die  Gleichung  3)   mag  hier   ein  neues  folgen,    welches  zu  mehreren  ' 
merkenswerthen  Resultaten  führt 

Aus  der  schon  mehrfach  bewiesenen  Integralformel  ^* 

0 
erhält  man  zunächst 

.OD 


/( 


Wir,-2^J""^^''^=K?^-l) 


0 

und  allgemeiner  für  Xt=2n7tQ,  &  = 


2nQ 

00 


0 
man  hat  also 


*  Man  sehe  des  Verf.  Comi)euüiiiin  dt*r  höherpii  AnalyKis,  Bd.  II  S.  t5t. 
**  EbendoB.  Bd.  /,  §  93,  Formel  7. 
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^(0  =  -^-f      i,„  =  2,(^4-^.-^). 

I>ie   Formel  3)  giebt  nun,  wenn  die  Sammirungen 

_ginnx      71  — o:       1         _         1  .    «         1  ,        . 

n  2  a:  2/iw  — a;  2/i7C  +  a:      ^       * 

benutzt  werden, 

4)  _        1  1  1  Q  ^ 

«e— 1         ß     r      —1         e     ^    ~  — 1 

I>ie   beiden  rechter  Hand  vorkommenden  Reihen  lassen  sich  dadurch  trans- 
formiTen,  dass  man  die  Entwickelang 


1-1 

sowohl  für  1  =  6        ^,alsfür$  =  e         9       in  Anwendung  bringt;  es 
wird   dann 

nx  nx 

2»« -X  2jtir-<-x  2njfr 

rc        —  1  ^?        — 1  «^—1 

Beachtet  man  noch  die  identische  Gleichung 

X  X 

ß^— 1  e^^  — «   ^^ 

8o  hat  man 

g2e— e     «f  ^   f    — 1 

oder  auch,  wenn  man  von  den  Bezeichnungen 

=s  cshpuj     ^ =  snhpu 

Gebrauch  macht,  mit  Y^  dividirt  und  etwas  anders  ordnet, 

6)  ,    nx 

X  \  X        2  p 

Beseiehnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  (P(j',  9),  so  liegt  in 
der  yorstehenden  Gleichung  der  Satz 
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Durch  Differentiationen  oder  Integrationen  in  Beaiehnng  aaf  x  oder 
^  lassen  sich  aus  Nr.  6)  weitere  Resultate  ähnlicher  Art  ableiten,  tob 
denen  einige  Platz  finden  mögen.     Wird  die  Gleichung  6)  nach  x  diffie- 

renzirt  und  dann  mit  tt^^  multiplicirt,  so  entsteht 


«P        .  A       ^^  ncosnx 


4  sifi^  -^ 

7)  .    n« 

_      . n 2«  ^7  Q 

*  7x""J  ^1E^         ' 

iQsnhp^—       ^  c  e  — 1 

d.  i.  wenn  die  linke  Seite  mit  ^{Xjq)  bezeichnet  wird. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  der  Fall  a;  =  0,  für  welchen   periodiacbe, 
nach  Cosinus  fortschreitende  Reihen  giltig  bleiben.     Die  Differenx 

9 L_ 

•T  CC 

4  siti^  -^      Ap  snhp*  ^r- 
2  2^ 

geht  dann  in   i^(^  +  — j  über  und  es  wird  aus  Nr.  7) 

8)  ±^^n  +  2ngy         ^         ^.±+j!LL^^J!y        >> 
^   t      i2^^'''^^-^e*^««e  — 1  *^12  ^       Q^   ^^ 

«  ^   —  1 

wonach  der  Function 

die  Eigenschaft 

zukommt. 

Bezeichnet  man   femer  mit  5«  die  Summe  der  Divisoren  von  n^   so 
kann  man  der  Gleichung  8)  auch  folgende  Form  ertheilen: 

und  daraus  ergiebt  sich  z.  B.  fUr  ^  =  1 

Bei  kleinen   ^   convcrgiren   die   in  Nr.  8)   und  9)  linker  Hand  vor- 
kommenden    Reihen    sehr    langsam,    die    rechts    verzeichneten    Reihen 
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QDd  <p{l  —  n)  eine  ähnliche  Relation  bestehen  würde.  Auf  dem  frühereil 
Wege  Hess  sich  letztere  nicht  entdecken,  dagegen  crgiebt  sie  sich  sehr 
leicht,  wenn  man  das  Integral 

0 
auf  z>irei  verschiedene  Weisen  entwickelt. 

Ersetzt  man  zunächst  x  durch  2j;,  so  hat  man 

OD 

0 

mithin  dnrch  Subtraction 


(2-/.-!)  ü=y j-^-^^_A_j  ,M  u.. 

0 
Es  ist  nun  weiter 

1  2  t-*  <?-*' 


mithin  dnrch  Substitution  in  die  vorige  Gleichung  und  nach  AnunihniDg 
der  Integrationen 

(2-.-i)ü=r(,)(i-^+l-...)-r(^)(l.-i+i-...) 

oder  zufolge  der  Bedeutung  von  g:)(fi) 

4)  ^'-2i4^i{^-^)rM'PW. 

Eine  andere,  nicht  für  alle  positiven  fi  geltende  Entwickelung  von 
U  entsteht  dadurch,  dass  man  in  Nr.  3)  von  der  bekannten  Gleichang 

1  1  X  XX 

^*  1*1 


Gebrauch  macht  und  die  einzelnen  Integralwerthe  nach  der  Formel 


i30 

xf*  dx  n  1 

-l<fi<  +  l 


J  a^  +  x^      2cos\iina^'i^' 
0 


bestimmt;  dies  giebt 

.,_  ^  (         1  1,1  )  n^  .,  V 

Die  Vergleichung  dieses  und  des  unter  Nr.  4)  verzeichneten  Werthea 
von   V  führt  nun  zu  der  Relation 

qp(l-fi)        2m -1      2nft)cos^fin; 
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''^  ,M      T^BDctriscfaer  gestaltet  sich  dieselbe,  wenn  man  die  Function /*(fc)  durcli 
folgeüde  Gleichung  definirt 

6)   ^(,)=(2.-i)(i.-j.+^,-..yz^gz, 

es  ist  dann 
7)  F(1-^)  =  F(,.). 

Mittelst  eines  ganz  analogen  Verfahrens  gelangt  mau  auch  rasch  zu 
der  anfangs  erwähnten  Relation  zwischen  t/;(fi)  und  ^(1  — fi).  Wird 
nSmlich  in  dem  Integral 


00 


V=  I r ar'*-*  dx 

CT' 


0 
die  £Dtwickelung 

=  e-'  —  <;-**  +  «-**  —  . . . 

tf*  +  c"  •* 

benutzt y  so  ergiebt  sich  für  jedes  ^>0 

F=r(^)^(^); 

durch  Anwendung  der  Formel  . 

1  n\        1  3 


+ 


wird  dagegen  unter  der  Voraussetzung  0  <  fi  <  1 

mithin  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von   V 

Um  auch  hier  eine  symmetrische  Form  herbeizuführen,   möge  die  Func* 
tion  f{jL)  durch  die  Gleichung 

definirt  werden;  die  Belation 

10)  Ai-^)=Af) 

gilt  dann  für  die  Function  f  wie  früher  für  F. 

Aus  dön   Gleichungen   5)  und   8)   kann  man   durch  Differentiation 
nach  fi  weitere  Belationen  ableiten,  die  jedoch  von  wenig  Bedeutung  sein 

dürften. 

(Aus  den  SitKongsberichten  der  E.  S.  Gesellsch.  d.  Wissentich.) 

SCHLÖMILCH. 
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■  ^-■■.'^-«w"^- 


gleiche    Geschwindigkeit    besitzen,    ist    ein    Ellipsoi 
dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist. 

39.  Der    geometrische    Ort    der   Sjstempunkte    einer  Ph^ 
eines     affin  •  veränderlichen  ,      ähnlich -veränderliclm 
oder    starren   räumlichcfi   Systems,    welche  gleiche  l 
schlcunigung  besitzen,  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mit!« 
puukt  der  Beschlcunigungspol  ist.'^ 

Da  ähnliche  räumliche  Systeme  eine  reelle  selbstentsprechende  Ebeu 
und  eine  auf  dieser  senkrecht  stehende  selbstentsprechentle  Gerade  bc 
sitzen,  und  congruente  räumliche  Systeme  nur  eine  selbstentsprechendi 
Gerade  haben,  welche  zwei  congruente  Punktreihen  trägt,  so  folgt  tn 
dem  Satze  38  der  specielle: 

40.  Der  geometrische  Ort  der  Systempunkte  einer  Phtf< 
eines  ähnlich  -  veränderlichen  räumlichen  Systemf 
welche  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen,  ist  ein  Ro 
tationsellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Geschwindig 
keitspol,  dessen  Axe  die  selbstentsprechendc  Gerad 
ist,  welche  die  Systemphase  mit  ihrer  unendlich  nahe 
Phase  gemeinsam  hat  und  welches  bei  einem  starre 
räumlichen  System  in  einen  Rotationscylinder  fibei 
geht. 

Wir  wollen  das  Ellipsoid,  dessen  Punkte  gleiche  Geschwindigke 
besitzen,  das  Geschwindigkeitsellipsoid  und  das  Ellipsoid,  welch< 
die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  trägt,  das  Beschleunigungc 
ellipsoid  nennen;  jenes  geht  für  die  Geschwindigkeit  Null  in  den  G( 
schwindigkeitspol  über  und  dieses  zieht  sich  für  die  Beschleunigung  Na 
in  den  Beschleunigungspol  zusammen. 

Sind  drei  Ebenen  Ek  Ef  Ek  gegeben,  welche  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  denken  wir  uns  die  Geraden  gaObUc--  im  Räume  liegen« 
welche  diese  Ebenen  resp.  in  den  Punkten  Jk-^i^kj  ^k^it^kt  ^UQ^ 
derart  treffen,  dass 

^h  A  __  f^A  Bj  ___  C/t  Cj __ 

^i  ^k  ^i  Bk  Q  Cic 
ist,  nehmen  wir  femer  auf  diesen  Geraden  die  ähnlichen  Punktreifa< 
A^  A^  A/k  Ai ^t,  B^  B^  Bk  B^  Bk ,  C^  C^ C/^  CiCky  ->»  an ,  so  können  wir  d 
Geraden  gag^Qc*"  aI?  die  Verbindungsgeraden  der  homologen  Punk 
A^A^j  B^B^^  C^C^^  ...  zweier  räumlicher  affiner  Systeme  S^^  S^  ansehei 
für  welche  P  der  selbstentsprechende  Punkt  und  Eh  Ei  Et  die  drei  selbe 
entsprechenden  Ebenen  sind.     Ist  insbesondere 


*  Dieser  Satz  wurde  für  das  starre  Svst^jm  laut  einer  brieflichen  Mittheilnr 
zuerst  von  Herrn  Schell  in  seinem  Vortrage  zu  Carlsruhe  im  Jahre  1871  analytisi 
abgeleitet,  femer  von  Herrn  Jordan  und  dann  auch  von  Herrn  Liguine  (Buüd 
äe  ia  Societe  truUhemaiitiut  de  Fratvce  1S7S,  T.  I  pag  146  et  152)  mitgeiheilt. 
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^x.i*^«^^^^^>.    .  ^  ^  '  '^   '  •  f  r-'.*K^^y>^ ^J 


Winkel  Z>  in  die  Theile  y  nnd  v,  so  dass  x  und  y  im  Dreieck  äBD 
liegen.  Nennt  man  0  nnd  /  die  Mittelpunkte  der  Kreise,  setst  x—  y=  j, 
ti  — t;c=s6i,  80  erhält  man  ans  den  Dreiecken  ÄOJ  nnd  COJ 

Da  AB  +  CD=:JD+BC  ist,  so  hat  man 
oder 

2)  -äT^'^'^l- 

Dnrch  Elimination  von  5  nnd  j|  ans  den  Gleichungen  1)  nnd  2)  erh&lt  man 

4  H  ^«  co^«  a«  -  [(r»  -  rf«)  CO** -|  +  e*] 

nnd  endlich 

2^«(r«  +  d2)^(^_^2. 

Weiss enbnrg  i.  E.  Midinowski. 
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Allgemeiner  sei 

Ä  =  (p  +  gi)  ^2  +  (1  -  P  -  qt)  e^ 

ein  aus  zwei  gegebenen  Punkten  {e^  und  e^)  mittelst  complexer  Zahlen 
(deren  Summe  1  ist)  abgeleiteter  Punkt.  Dann  erhält  man  dareh  Tren- 
nung des  Reellen  vom  Imaginären 

Ä=[p^2  +  (l-p)eJ  +  ^f(^g-^i). 

(Fig.  2.)     Bezeichnet  man   den   Punkt  p^2  +  {l^p)fi   durch  Pf  so  di 
seine  Lage  durch  die  Gleichung 

(^-^i)  =  P(^2-^i) 
bestimmt  ist,  so  ist,  wenn  wir  die  Strecke  (^2  — 0  =  1  setzen, 

p  =  (/>-«J. 
Bestimmen  wir  ferner  einen  Punkt  Q  durch  die  Gleichung 

so  ist 

((>-^l)«  =  Ö'«(^2-0 

und  folglich 

Ii=P  +  {Q-e,)i 
oder 

{R-P)  =  (0-e,)i. 

Tragen  wir  also  auf  der  in  e^  zu  e^  e^  errichteten  Senkrechten  die  Strecke 
q  ab  bis  Q^  und  ziehen  durch  P  und  Q^  Parallelen  zu  e^Q^  resp.  e^P^  so 
schneiden  sich  dieselben  in  R.  —  Hiermit  ist  die  Construction  eines  mit- 
telst complexer  Zahlen  aus  zwei  Fundamentalpunkten  abgeleiteten  Punk- 
tes dargethan.  —  Setzen  wir  überall  —  i  statt  +t,'  so  erhalten  wir  den 
zu  R  conjugirten  Punkt  R^^  und  da 

R,  =  P-{Q-e,)i, 
also 

R  +  R^  =  2P 

ist,  so  ist  auch  die  Lage  von  R^  bestimmt,  indem  P  die  Mitte  zwischen 
R  und  Ä|  ist     (Raumlehre  I,  Nr.  20). 

Der  bereits  bekannten  Definition: 

,,Ein  Punkt,  der  aus  zwei  Punkten  e^  und  e^  vermittelst 
reeller  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt  reell 
auf  der  durch  f^  und  e^  bestimmten  Geraden'*  (vergL  Raumlehre 
I ,  Nr.  26) 

lässt  sich  nun  die  folgende  gegentiberstellen : 

„Ein  Punkt  (/?),  der  aus  zwei  Punkten  e^  und  e^  vermit- 
telst complexer  Zahlen  (deren  Summe  1  ist)  abgeleitet  ist,  liegt 
imaginär  auf  der  durch  e^  und  e^  bestimmten  Geraden.  Den 
conjugirten  Punkt  (/?j)  findet  man,  wenn  man  +f  durch  —  i  eijietzt.*' 

Anm.  Ersetzt  man  in  der  ganzen  Darstellung  dieser  Nummer  den 
Punkt  e^  durch  die  Zahl  1,  und  e^  durch  Null,  so  erhält  man  die  Dar- 
MteJlung  complexer  Zahlen,   wie   sie  von  Möbius^   Gauss,  Siabaek 
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'  ^  f^  ^  *  f  fi^  .^^^'.^s^ -^ ' 


Pdie  Mitte  zwischen  den  beiden  conjngirten  imaginären  Punkten  /^nnd  R^. 
—  Durch  zwei  imaginär  liegende  Punkte  (Ä,  S)  kann  eine  reelle  (wenn  Ä, 
S^  P  in  derselben  Geraden  liegen)  oder  eine  imaginär  liegende  Oerade 
gehen.  Im  zweiten  Falle  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  conjngirten  Punkte 
(/?j,  Sj)  die  zu  RS  conjugirte  Gerade. 

Man  erhält  diese  Resultate  auch,  von  Ba  ausgehend,  durch  Betrach* 
tuugen,  welche  reciprok  zu  denen  sind,  welche  von  Aa  zu  Ah  führen. 
Wenn  dort  die  reelle  Gerade  und  ein  imaginäres  conjugirtes  Punktepaar 
gegeben  war,  so  erhielt  man  ein  conjugirtes  Linienpaar,  wenn  man  einen 
beliebigen  Punkt  der  reellen  Geraden  mit  den  conjngirten  Punkten  ver- 
band. Wenn  hier  der  reelle  (endlich  entfernte)  Punkt  und  ein  imaginirea 
conjugirtes  Linienpaar  (mit  gleichem  Abstände  von  dem  Punkte)  gegeben 
ist,  so  erhält  man  ein  conjugirtes  Punktepaar,  wenn  man  eine  beliebige 
Gerade  durch  den  reellen  Punkt  zieht  und  ihre  Schnittpunkte  mit  den 
conjngirten  Geraden  bestimmt. 

Anm.  Es  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  nach  den  Gesetsen 
der  Ausdehnungslehre  ein  Punkt  durch  Multiplication  mit  einer  reellen 
Zahl  seine  Lage  nicht  ändert,  wohl  aber  durch  Multiplication  mit  einer 
imaginären  Zahl. 


II.  Das  Imaginäre  im  Baume. 


A.   Das  Imaginäre  in  Bezug  auf  die  Ebene. 

a)  Fnnktepaare. 

Dieser  Fall  ist  ganz  analog  dem  der  Punktepaare,  die  zu  einer  Ge- 
raden imaginär  liegen  (I.  Aa).  Ein  Punktepaar  liegt  ima^när  auf  der 
Ebene,  die  in  der  Mitte  seiner  Verbindungsstrecke  auf  ihr  senkrecht 
steht.  Das  Punktepaar  bestimmt  diese  Ebene  vollständig.  Umgekehrt 
liegeu  auf  einer  Ebene  imaginär  alle  Punktcpaare,  deren  Verbindungs- 
strecke  auf  der  Ebene  senkrecht  steht  und  durch  sie  halbirt  wird.  Man 
erhält  diese  Resultate,  wenn  man  in  der  früheren  analogen  Betrachtung 
die  Gerade  ^3^2  0^^%'  ^)  ^™  ^^^  Verbindungsstrecke  der  beiden  Punkte 
By  B^  als  Axe  sich  drehen  lässt. 

Lässt  man  Fig.  5  sich  um  die  Axe  PQ  drehen,  so  folgt:  Eine  Ebene 
(BiDi)  schneidet  eine  ausserhalb  liegende  Kugclfläche  a  imaginär  in  zwei 
Punkten  (P,  0,  den  Centralpunkten  des  durch  die  Ebene  und  die  Kugel 
bestimmten  orthogonalen  Systems.  Lässt  man  dieselbe  Figur  sich  nm 
eine  in  0  auf  j4C  senkrecht  stehende  Axe  drehen,  so  folgt:  Eine  Cylin- 
derfläche  schneidet  eine  Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  der 
ersteren  liegt ,  imaginär  in  zwei  von  P  und  Q  beschriebenen  Kreisen«  — 
Dasselbe  gilt  von  einer  Kegelfläche,  wenn  die  Drehung  nm  eine  andere 
durch  0  gehende  Axe  stattfindet. 


vin. 

Zur  Theorie  dreifach  orthogonaler  Flftchenayttemo. 

Von 

Dr,  TiL  KÖTTBRITZSCH, 
OberUhrer  ia  Fralbeig. 


In  einer  Programmabbandlnng,  die  jüngst  anch  gesondert  im  Bach- 
handel erschienen  ist,  hat  der  Verfasser  das  Thema  behandelt:  9»lMe 
Ermittelung  der  Potentialcoordinaten  und  der  Erttmmungslinien  einer 
gegebenen  Niveaufläche  durch  blosse  Quadraturen."  Jene  Abhandlung 
konnte  den  ttberreich  im  Thema  enthaltenen  Stoff  nur  zum  geringeren 
Theile  erschöpfen ,  sie  gab  im  Wesentlichen  nur  soviel ,  als  man  ans  den 
allgemeinen  Sätzen  Lam^^s  in  seinen  „Lefons  sur  les  coordonnSes  cwrm- 
lignes^*  und  einigen  verwandten  und  bekannten  anderen  überhaupt  abzu- 
leiten im  Staude  ist.  Die  folgenden  Zeilen  sollen  das  oben  genannte 
Problem  um  ein  Stück  seiner  Lösung  weiter  zuführen. 

Um  an  Raum  zu  sparen,  nehmen  wir  im  Folgenden  die  Bezeich- 
nungen der  obigen  Abhandlung  ohne  Weiteres  wieder  auf  und  leiten 
Citate,  die  sich  auf  diese  Abhandlung  bezieben,  kurz  ein  durch  ein  vor- 
gesetztes Pg. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  zu  den  in  der  Programmabbandlnng 
aufgeführten  Relationen  noch  einige  neue  hinzufügen ,  die  theils  bekannt, 
theils  aus  den  am  angeführten  Orte  stehenden  Formeln  leicht  abgeleitet 
werden  können. 

Zu  den  Relationen  Pg.  Cap.  IV,  §1,3  kann  man  ergftnzen 

^x  /*  +  ai«  +  V  =  m«-f6,«  +  V  =  n«  +  c,«  +  V=l, 

lm  +  a^b^  +  a^b^  =  0^  mn  +  b^c^  +  b^c^=zO^  nl+  Cj^a^  +  e^a^ssO, 
Zu  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  7  kann  man  ergänzen 

Zu  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  17  kann  man  hinzufügen,    dass  allgemein  9ta 
Jede  ßietige  Function  F  der  Punkte  der  gegebenen  Nlveaufllehe  |^ 


.« 
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d 

d 


__a_/£^\_a£  a^      1£ 

~ dnßKdtta)     a»o  dtiß      ^dpf 


Analog  erhält  man 

80  daas  wir  die  neuen  Relationen  erhalten,  die  der  frttheren  Belatioi 
entsprechen : 

aw.Vany/"^   awa""any\aii.y"^^a«y'  * 

Es  ist  nicht  schwer,  mit  Hilfe  dieser  Relationen  3)  i^nd  G)  aas  den  61e 
ungen  1)  uncT  2)  nnd  Pg.  Cap.  IV,  §  1,  10  die  Lamä'pchen  BeUtio 

Ol 

abzuleiten.     Geht  man  z.B.  ans  von  a.Q^^=i-- —  und  differentiirt  bei 

aii/i 

seits  nach  dria^  so  erhält  man 
Hieraus  wird  aber  weiter 

-^(a^+fe-^^-'^'-^.')+-«G^  +  '^^-^^)  =  «- 

Nun  ist  nach  der  fünften  der  Lamö' sehen  Relationen 

dB 

OTiß 

folglich  auch,  da  a^  im  Allgemeinen  nicht  verschwindet. 
Dies  ist  aber  die  letzte  der  Lav^' sehen  Belationen. 


+ 
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Diese  Gleichungen  6)  gind  nicht  so  einfach,  ab  die  5),  weil  auch  die 

Variationen  ^—   und  z —  auf  den  rechten  Seiten  vorkommen;  sie  anter- 

onß  dny 

scheiden  sich  aber  zu  ihrem  Vortheil  von  den  Gleichungen  5)  dadaieh, 

dass  in  jeder  Gleichung  nur  eine  der  unbekannten  Functionen  G  oder 

ff  mit  ihrer  Derivirten  entweder  als  t—   oder  als  z —  vorkommt. 

TaXl  einer  Reihe  wichtiger  neuer  Relationen  gelangen  wir  noch,  wenn 
wir  die  bisherigen  Ergebnisse  anwenden  auf  die  Variationen  nach  dn^^ 
die  aus  den  Lam^'schen  Relationen  entstehen.  Von  diesen  aber  sind 
ohne  Weiteres  die  dritte  und  sechste  der  Lama*  sehen  Relationen  hier 
zu  wiederholen  in  der  Form 

Die  erste  und  zweite  und  ebenso  die  beiden  letzten  der  Lama' sehen  Re- 
lationen eignen  sich  aber  hier  nicht  zur  weiteren  Discussion,  weil  sie  die 

Variationen  ;r^  und  ^r-^  entweder  als  neue  unbekannte  Functionen  ein- 

führen  wtlrdon  oder  schon  enthalten.  Differentiirt  man  femer  die  dritt- 
letzte der  L  am  ersehen  Relationen  nach  dn«,  so  ist  das  Ergebnisa  die 
Summe  der  mit  ^|  multiplicirten  vorletzten  und  der  mit  q^  mnltiplicirten 
letzten  L  am  (^' sehen  Relation.  Es  bleibt  also  hier  allein  die  Behandlung 
der  vierten  und  fünften  Lamö 'sehen  Relation  übrig,  die  wir  jetzt  schrei- 
ben in  den  Formen 

criy  ofiß 

Difforontiiren   wir  nun   diese  beiden  Gleichungen  nach  du«,  so  entsteht 

±(^)=E—+G—-H—-r^ 
dnoKdny)         dn^         drta         dria        drta^ 

dfla^Cnß/  dna  dtla  dfta  dfla 

Ersetzt  man  hier  die  linken  Seiten  durch  ihre  Werthe  aus  5)  und  wen« 
dot  auf  die  rechten  Seiten  die  Relationen  4)  und  7)  an,  so  erscheinen 
die  beiden  Gleichungen 

'■■''('.+'.)-«(fe:+*l?,)-Kl?,+^l?,) 

dny\      dttß      )  ctiy      ' 

^ 9  /a((>,+p,)\     H9i±(h) 
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d   (dlk\        dlk  (dQ   ,dr  \ 

^"^        d    (dlk\        dlk      .^       ^,^       .       {^Q    .9r  \ 

§2. 
Anwendungen  der  bisherigen  Saiiiltate. 


Durch  dio  Gleichungen  9)  und  10)  des  vorigen  Paragraphen  sind 
die  Resultate  von  Pg.  Cap.  IV,  §  3  in  wesentlich  weitergehender  und 
erfolgreicherer  Weise  crsetst;  es  ist  daher  auch  möglich,  jetst  in  deut- 
licherer Weise  durch  Verwendung  der  eben  gewonnenen  Resultate  der 
Lösung  des  ganzen  Problems  näher  zu  kommen.  Abgesehen  nftmlich  von 
einem  Ausnahmefalle,  sind  wir  nun  im  Stande,  den  Beweis  durch  den' 
Erfolg  der  Rechnung  selbst  zu  liefern,  dass  M^  Ar,  XJ  und  V  durch  ein- 
fache Quadraturen  gefunden,  also  auch  das  ganze  vorliegende  Problem 
durch  einfache  Quadraturen  gelöst  werden  könne,  wenn  man  in  den 
Besitz  von  nur  einer  der  beiden  Functionen  G  oder  H  gelangt  ist. 

Der  erwähnte  Ausnahmefall  tritt  dann  ein,  wenn  eine  der  beiden 
Functionen  G  oder  H  der  Null  gleich  wird.  Betrachten  wir,  um  dieaen 
Ausnahmefall  vollständig  zu  erschöpfen,  zuerst  den  Ausnahmefall 

c  =  jy=o. 

_^         4.  1  ^      dlM      ^dlM     _     dlM     ^.dlM         .,   „        •■.» 

Dann  folgt  wegen  G==- — =^-ör3->  ^=-5 — ="^-^— »   ^«ü  17  und   V 

cnß  op  ony  oy 

nicht  vorschwinden  können,  dass  auch 

dlM       ^  :,    ^IM        ^ 

_  =  Ound— =0. 

Es   kann   folglich  IM  nur  Function   von   a  sein  und  ist,   da  a  für  alle 
Punkte  jeder  einzelnen  Niveaufläche  constant  ist,  selbst  ein  constanter 
Werth  für  diese  Punkte. 
Da  ferner  ^^^ 

ebenfalls  nur  abhängig  von  a  sein  kann,  so  folgt,  dass  für  alle  die  FU- 
chon ,  für  welche  G  =  ^=  0  sein  kann ,  ^^  +  ^^  <)iu  unveränderlicher  Weith 
sein  muss. 

Weiter  ergeben  die  beiden  letzten  Lam^' sehen  Relationen 

Durch  Addition  dieser  beiden  Gleichungen  erhalten  wir 
Mer 
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^^c=0,  ^1^  0,  80  wird  jetzt  — —  ^^'rs^^,  also  durch  Integration  M^Äq^^ 
wenn  l^  die  neue  Integrationsconstante  vertritt,  und  aus  j^  =^|' folgt 

jetzt  --^Qi-^  =  Qi\  also  durch  Integration 

a  =  —  AI  B'q^  , 

wenn  IB'  die  neue  Integrationsconstante  vertritt  Hiermit  ist  aber  die 
zugehörige  Niveauflftchenschaar  charakterisirt  als  Schaar  concentriseher 
gerader  Kreiscylinder,  deren  entsprechendes  Potentialcoordinatensystem 
ebenfalb  längst  bekannt  ist« 

Wir  kommen  jetzt  zur  genaueren  Untersuchung  des  AosnahmefaUm, 
dass  nur  eine  der  beiden  Functionen  G  oder  H  der  Null  gleich,  die 
andere  aber  davon  verschieden  ist.     Setzen  wir  also 

Es  folgt  jetzt  aus  der  Lam^* sehen  Relation  r —  =G(£f— ^)y   dass  auch 

p 
p  =  0 ,   dass  folglich  die  Flächen   y  =  Const.   durchaus  die  Krttmmung  0 

besitzen ,  d.  h.  Ebenen  sind.     Die  eine  Schaar  der  Krttmmungslinien  der 

zugehörigen  Niveauflächen  müssen  also  ebenfalls  ebene  Curven  sein;  es 

sind  dies  diejenigen,  zu  denen  die  Krümmung  ^|  gehört. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  genaueren  Untersuchung  der  andern 
Schaar  von  Krümmungslinien,  von  denen  wir  also  irgend  ein  Element 
durch  dtiy  darstellen  können. 

Nach  der  Lame' sehen  Relation  ^{,Qi^Q^  =  ^  folgt  wegen  ^«=0, 

dass  auch  — '  =  0.     Längs  jeder    einzelneu  der  Krümmungslinien  der 

zweiten  Schaar  ist  also  pj  von  unveränderlicher  Grösse.     Deswegen  und 

wogen  H=0  folgt  weiter  aus  der  Relation  4,  §  1,  -^^=0.    Längs  jeder 

einzelnen  der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schaar  ist  also  auch  ^  von 
unveränderlicher  Grösse.     Weiter  gilt  auch  die  Lamd'sche  Relation 

Wir  differentiiren  diese  Relation  nach  diiy,  wenden  dabei  auf  die  linke 
Seite  die  Relation  C)  an  und  beachten  die  eben  gewonnenen  Beenitatei 
es  erscheint 

Da  nun  im  Allgemeinen  ^2*^1  nicht  verschwindet  (der  Fall  ^af^fthit 
auf  den  bereits  behandelten  Fall  concentriseher  Kugelflttchen  nrtek)i  *<Mf 
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Nan  findet  man ,  wenn  man  Pg.  Cap.  IV,  §  1 »  10  beachtet  and 
ansfierdem  bedenkt,  daas  im  jetzigen  Falle  zr—  =;r-~'=0. 

o  o  o 

Es  ist  daher  auch 

dk dfi dv^ ^ 

dfiy     ^^Y      ^riy 
Irgend  zwei  aufeinanderfolgende  Schmiegungsebenen  einer  KrUmmiiDg»- 
linie  der  zweiten  Sebaar   fallen  also   zusammen,   d.  h.  auch  die  swate 
Scbaar  der  Krümmungslinien  sind  ebene  Curven. 

Nun  haben  wir  bereits  gefunden,  dass  die  Krümmung  jeder  einxel* 
nen  der  Krümmungslinien  der  zweiten  Schaar  unveränderlich  ist;  wir 
kommen  daher  jetzt  zu  dem  Resultate:  Die  zweite  Schaar  der  Krüm- 
mungslinien besteht  entweder  aus  geraden  Linien  oder  aus 
Kreisen. 

um  diese  beiden  Fälle  hier  weiter  noch  gemeinsam  behandeln  an 
können ,  fassen  wir  die  Gerade  als  Kreis  mit  unendlich  grossem  Badins  auf« 

Irgend  zwei  nicht  zusammenfallende  Ebenen  der  Schaar  y  =  ConsL 
treffen  alle  diese  Kreise  in  gewissen  Punkten  derart,  dass,  wenn  man 
in  den  Treffpunkten  Tangenten  an  die  Kreise  legt,  diese  Tangenten 
senkrecht  stehen  auf  der  zugehörigen  Ebene  y  =  ConsL  Dies  ist  aber 
nur  möglich,  wenn  die  beiden  Ebenen  Y  =  Consi,  auch  die  Mittelpunkte 
sämmtlicher  Kreise  enthalten.  Da  nun  die  beiden  Ebenen  ]r=  Com/,  sieh 
in  einer  Geraden  schneiden,  so  folgt,  dass  auch  die  Mittelpunkte  sämmt- 
licher  Kreise  in  einer  Geraden  liegen  müssen.  In  derselben  Geraden 
müssen  sich  auch  alle  anderen  Ebenen  y  =  Consi.  schneiden  und  da  auch 
diese  Ebenen  normal  von  den  Kreisen  getroffen  werden  müssen,  so  folgt, 
dass  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kreise  enthält, 
normal  auf  allen  Ebenen  der  Kreise  stehen  muss  oder  dass  die  Kreise 
selbst  in  parallelen  Ebenen  liegen,  die  senkrecht  sind  zu  den  Ebenen 
y  =  Const, 

Hierdurch  aber  sind  die  hier  in  Frage  kommenden  Niveauflächen 
genug  charakterisirt,  man  erkennt  sie  als  Cylinderflächen  oder  als  Rota- 
tionsflächen, je  nachdem  die  Gerade,  welche  die  Krcismittelpunkte  ent- 
hält, in  unendlicher  oder  in  endlicher  Entfernung  liegt. 

Da  in  diesem  Endresultate  auch  der  Fall  G  =  H=0  mit  enthalten 
ist,'  so  fassen  wir  unser  Endresultat  in  die  Worte  zusammen:  Der  Aus- 
nahmefall, wo  die  Gleichungen  9)  und  10),  §  1,  keine  Ver- 
wendung finden  können,  tritt  nur  dann  ein,  wenn  di6  g'€* 
geben  e  Niveau  fläche  entweder  eine  Cylin  der  fläche  oder  eine 
Sotatjonsfläche  ist 
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^^iyS/^>\rfN/V%^«/«/WW»^\^.N/W^«^i^^'^S»S»\^<i»»^^>l'S<%<S»'^»»>^^^» 


Da  aber  o  für  die  gegebene  Niveaufläche  ebenfalls  conatant  iai,  ao  ist 
M  fdr  Pnnkte  der  gegebenen  Niveaufläche  nur  abhängig  Ton  der  einen 
Variablen  /3.     Gleiches  lässt  sich  auch  von  G  darthun,  da  eine  der  Lam^- 

sehen  Relationen  ist  —  =:/^(G^— r),  also,  wegen  i7s0  im  yorliegenden 

Falle,  anch  —  =0  sein  mnss.     Ist  aber  G  unabhängig  Ton  y,  so  kann 

es  wegen  1)  nur  als  Function  von  x  und  y  gegeben  sein.  Da  niiii  far» 
ner  auch  diese  Variablen  x  und  jy,  weil  G  für  Punkte  der  gegebenen  < 
Niveaufläche  bekannt  sein  soll ,  die  Gleichung  der  gegebenen  Niveaufliehe 
/'(o;,  y)  =  0  erfüllen  müssen,  so  kann  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichung 
eine  der  Variablen  x  und  y,  etwa  y  eliminiren,  so  dass  G  als  Fnnetioii 
von  X  allein  bekannt  ist.  Weiter  ist  nach  Fg.  Cap.  IV,  §  1  anch  all- 
gemein ^^^^  ^^^  ^        ^^^ 

J^ß''    "**  aF"  ^  dy     ""'dT' 

Nun  haben  wir  bereits  gesehen,  dass  IM  unabhängig  ist  von  y^  also 
nach  1)  auch  von  :,  folglich  ist  einfacher 

?i?— »     a[^_      dlM 
an^""      ^^  dx         ^  dy' 

Ebenso,  wie  in  der  Function  G^  haben  wir  uns  aber  auch  in  IM  die 
Variabein  x  und  y  noch  an  einander  gebunden  zu  denken  durch  die 
Gleichung  der  gegebenen  Niveaufläche  f{Xy  y)  =  0.  Denken  wir  uns  also 
X  als  unabhängige,  y  al6  abhängige  Variable,  so  ist 

dlM_dlM     dlM  dy  ^dlM      l  dlM 
dx       dx       dy    dx      dx      tn   dy  ' 

Da  ferner  im  jetzigen  Falle  aus  der  allgemein  giltigen  Relation  la^^i^mb^ 
-|-yir,  =0  wegen «'1  =  0  wird  /aj  +  m6|  =  0,  so  kann  nun  der  obige  Werth 

von  — —  auch  geschrieben  werden  als 
orta 

driß  m\      dx  dy  J  ^    dx' 

Aus  4)  entsteht  demnach 

Durch  einfache  Quadratur  findet  man  hieraus 

IM^lA-f^Gdx, 

wenn  lA  die  Integrationsconstante  bezeichnet,  die  im  Allgemeinen  als 
Function  von  u  zu  denken  ist.  Geht  man  in  6)  noch  von  den  Logarith- 
men zu  den  Zahlen  über,  so  entsteht 

7)  M^A.eJ^ 
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r^^^^-^-^^  ^■^^^■^■^^^ 


»)         .=— =(«-'H^-ri-(|f+a^,-'.). 


dnß 

in  welcher  Gleichung  die  rechte  Seite  als  Function  der  beiden  unab- 
hängig Variablen  ar  und  y  vollständig  bekannt  ist.  Wir  zerlegen  w  in 
das  Product  fv^rv^^  so  dass  die  Gleichung  15)  übergeht  in 

'<" ".(!?— .)+".&;-(«-""'-"+(fe,+^-'')=»- 

Diese  Gleichung  16)  zerlegen  wir  in  die  beiden 
.7)  '-5—.  =  ». 

■'>  ■    lS=l.[(«-')<«-"-G^+.v,-)]- 

Die  Gleichung  17)  lässt  sich  schreiben  in  der  Form 

19)  -a^— -l~6j— -i=r. 

'^  dx         ^  dy 

Ist  nun   weiter  fi(jx,y}c=Cj^   die  Integralgleichung  zu  der  gewöhn- 
liehen  Differentialgleichung 

so  behaupten  wir,  dass  die  Bestimmungen 


20) 


Iw^^  —  I  —  dx  +  C^  oder  lWi  =  —  1  r-  dy +  C^ 


T  r 

die  Gleichung  17)  integriren,  wenn  man  in  —  y  oder  in  r-  a:  mit  Hilfe 

der  Integralgleichung  /'i(^iy)  =  Ci  eliminirt  denkt  und  wenn  C^  und  (\ 
die  Integrationsconstanten  bezeichnen,  die  auch  als  Functfonen  Ton  e^ 
gedacht  werden  können.  Nach  geschehener  Integration  ist  die  Integra- 
tionsconstante  c^  wieder  durch  f^  (x,  y)  zu  ersetzen. 

Um  unsere  Behauptung  zu  rechtfertigen ,  weisen  wir  zunächst  nach, 
dass  man  für  C^  oder  C^  jede  beliebige  reelle,  von  0  und  oo  verschie- 
dene, stetig  verlaufende  Function  setzen  kann,  die  unabhängig  von  f^ 
ist.  Da  nämlich  C^  oder  C^  nur  Function  von  c^=^f^(Xjy)  sein  soll,  ao 
können  wir  setzen 

^1  =  *i  (^i)  =  *,  (/;  (a-,  y)) ,    c^  =  %  c^i)  =  %  (A  (^,  y)). 

Hieraus  folgt,  da  das  totale  Differential  von  ^^  und  ^2  offenbar  Null  sein 
muss. 

Aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich 


*  Vergl.  die  Bemerkimg,  welche  am  Schlüsse  der  Betrachtung  über  cy lind- 
rieche und  KotaÜODs -Niveauflächen  in  Bezug  auf  die  Integration  derartiger  Dif- 
ferentialgleicbungen  gemacht  wurde. 
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»■•■XV  y^j-^f^f^f  *>»-^^T^**^^« 


also  auch  beide  Bestimmungen  zusammenfassen  können  in  der  einen 
Form 

23)  /w,  =  <pi{a:,y)+/rj, 

wenn  g)}  (or,  y)  diejenige  Function  vertritt ,  die  aus  den  Bestimmungen  20) 
durch  Ausfährung  der  Quadratur  und  Ersetzung  von  c^  durch  /^  erseheint. 

Aus  23)  erhalten  wir  weiter 

24)  jri  =  r,.e^  ('»*). 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Integration  der  Differentialgleichung  18), 
indem  wir  ftlr  dieselbe,   da  Tj  von  /3  unabhängig  ist,   schreiben  können 

Diese  Differentialgleichung  kann  aber  ganz  so,  wie  die  17)  integrirt  wer- 
den, indem  allein  für  Iw^^  jetzt  Tw^^  für  r  jetzt 

ZU  setzen  ist. 

£j8  muss  daher  auch  das  Integrationsergebniss  ein  ganz  analoges  sein. 
Wir  schreiben  für  dasselbe  sofort 

26)  riW,  =  g>,(a:,y)  +  r, 

wo  nun  ebenfalls  fp^  (o?,  y)  eine  vollständig  bekannte  Function  ist ,  die 
sich  durch  eine  blose  Quadratur  ergiebt,  während  F  eine  Function  von 
y  allein  (für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveauflächc)  bezeichnet. 

Weiter  erhalten  wir  aus  24)  und  26) 

rv^w^w^^ ey»('.J')(g>, (x,  y)  +  T) 

und,  da  w=;r—    war,  schliesslich 

^^^  |^=«"<''''»[v,(A:,y)+rj. 

In   ganz  ähnlicher  Weise,   wi§  sich  eben  aus  den  Gleichungen   10), 

dlk 
§  1  - —  ergeben  hat,  finden  wir  jetzt  auch  aus  der  zweiten  jener  Gleich- 

ungen  r —  in  der  Form 

28)  |^^=^^«<''^^[t^2(^>y)  +  Ä]» 

für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche,  indem  R  eine  reelle  ein- 
deutige und  stetige,  von  Null  und  Unendlich  verschiedene  Function  von 
/?  allein  bezeichnet.  Man  findet  dieses  Resultat  ebenfalls  durch  Integra- 
tion der  Differentialgleichung 

b^  dx  —  a^dy  =zO 

und  übrigens  durch  blose  Quadraturen. 


»^^^»^^»^^t^^^«« 
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Wie  aus  den  Gleichungen  12)  M  in   14)   durch  blose  Qnadraturei 
gefunden  wurde,  so  finden  wir  also  auch  jetzt  aus  den  Gleichungen  30) 

31)  V^A^e^^,     F=A^e^* 

fiir  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche,  wenn  A^  und  A^  Integra- 
tionsconstanten  bezeichnen,  die  im  Allgemeinen  auch  Functionen  von  m 
sein  können. 

Nachdem  somit  M^  ü  und  V  für  die  Punkte  der  gegebenen  Niveau- 
fläche  ermittelt  sind,  so  ergiebt  sich  noch  aus  Pg.  Cap.  I,  §  2,  2  durch 
Substitution  der  gefundenen  Werthe  von  M^   ü  und   V 

Ae^=^'k  A^e^^  A^e^^^ 
hieraus  aber  schliesslich 

32)  Ä=— l-c»'-(»^i+»'t) 

A^A^ 

ebenfalls  ftir  die  Punkte  der  gegebenen  Niveaufläche. 

Es  hängt  also  die  Lösung  des  ganzen  vorliegenden  Problems,  ab- 
gesehen von  dem  in  der  zweiten  Bemerkung  Gesagten,  allein  noch  ab 
von  der  Beschaff'ung  der  Function  G.  ^ 


§3. 
Beispiel. 

Lam^  hat  in  seinen  Lecons  sur  Ics  coord,  curv,  gezeigt,  dass  die 
drei  Mittelpunktsflächen  zweiten  Grades  so  beschafi^en -sind ,  dass  man  das 
sich  orthogonal  schneidende  homofocale  System  derselben  so  umformen 
kann,  dass,  wenn  sie  zusammengefasst  werden  in  den  Formen  a=iConsU^ 
ß  =  ConsL,  y  =  ConsL,  man  ^^(ß)  =  ^^iv)  ^^  ^  setzen  kann.  Wir  werden 
aus  dieser  letzteren  Bedingung  allein  die  zugehörige  Function  G  ermit- 
teln und  damit  zur  Lösung  des  Problems  gelangen,  soweit  es  in  den 
vorangehenden  Zeilen  genauer  besprochen  worden  ist. 

Wir  stellen  jede  der  drei  in  Rede  stehenden  Flächen  allgemein  dar 

durch 

ax^  +  by^  +  cz^=  1,     a  >  6  >  c. 

Wir  schreiben  als  Gleichung  der  gegebenen  Niveaufläche 

Wir  erhalten  hieraus  flir  die  Werthe  A^  B  und  C  in  Pg.  Cap.  II,  §  1^ 
wenn  wir  noch  dem  dortigen  /  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  geben 
und  anstatt  o  f  geschrieben  denken ,. 

1)    A^ax{b  +  i){c  +  l),    B  =  by{c  +  l){a  +  l),    C==  cz{a  +  l){b  +  l). 
Da  nun  überhaupt  sein  muss 
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60  fiuden  wir  hieraus  durch  Substitution  der  gehörigen  Werthe 

2)      a^x^{b+i){c+l)  +  b^y^{c  +  l){a  +  l)  +  c^z*{a+l){b  +  l)  =  0. 

Die  Wurzeln  dieser  in  /  quadratischen  Gleichung  liegen  so,  dass,  wenn 
wir  sie  mit  /|  und  /j  bezeichnen,   ihre  absoluten  Werthe  der  Bedingung 

Wir  führen  nun  /^  und  /g  als  neue  Coordinaten  für  die  Punkte  xy  z  der 
gegebenen  Niveaufläche  ein  und  haben  zu  diesem  Zwecke 

ax*  +  by^+cz*=  1,    a*a;*  +  6*y*  + c*«*=  — -, 

a*x*(b  +  c)+b*y>{c+a)  +  c*z*{a  +  b)=>-abc.  i-^. 

Hieraus  ergi«bt  sich,  wenn  zur  Abkürzung  noch 

a  —  b  .  b  —  c  ,  c—.a 
4)  /)  =  __  + + 


a*x* 


c      '      a      '      b     ' 
b-c  (a  +  /t)(a  +  g 


5^  ft2„,_iri?iHMi)ü+g 


^  ^       V,     • 

Hiermit  erhalten  wir  nun  leicht  für  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der 
Normalen  der  gegebenen  Niveaufläche  im  Punkte  xyz  gegen  die  Coordi- 
natenaxen  /TZl — 

Setzen   wir  in  1)  für  /  entweder  l^  oder  /,  und  gehen  dadurch  ent- 
weder die  Werthe  von   J^y  B^^  C^   oder  von  A^^  B^^  C,  hervor,   so   ist 

weiter  i^*4"  5*  +  C*=3iV* 

Führen  wir  auch  hier  mit  Hilfe  der  Gleichungen  5)  anstatt  x^  y^  z  die 
Variablen  /|  und  l^  ein,  so  entsteht 

'i'j 
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iv,«=a*c.'-ij^*(/i+y(6+g(c+g. 

'8*1 

Für  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der  Normalen  der  beiden  Or- 
thogonalflächen   im   Punkte    xy  z   der  gegebenen   Niveaufläche    erhalten 

wir  also  ^     /6_,   («  +  g(6+/.)(c  +  /.) 

"'■^      r     litten  l^  —  l^ 

, /Tllfc"  (c + /,) («  +  /t) (6+7J 
1  V   abcD  l^—li  ' 

-i/'h-c  (a  +  g(fe+g(F+^ 


<"* 


f^   abcD  li  —  l^ 


Wir  wollen   nun   weiter  die  Uerivirten  von  /^  und  l^  nach  dn«  and 
dny  beratellen.     Hierzu   benütsen   wir   die   Gleichungen   3),    indem  wir 

zunSchst  die  Derivirten  von  —  und  —  nach  x,  y  und  z  daraas  ableiten. 
Wir  finden  auf  diese  Weise 


+  C  +  0), 


9) 


Nun  ist 


dx~   hc    /^-/,^'«+*  +  ''^'     dy-  ca    l^-li^' 

oz        ab    /g  —  /j 

a/      2«5_^  82*2^1   Vit 

dx       bc    /,-//'»^^  ^'    dy       ca   /j-//'«^^'^^"^' 

a7=^ /Fi/'*"^""^*^- 


a«^""    "»a«     *ay    "'dz'    a«^        ' 

a/,  _       ?ii  _  A  ^  _    ^1     £^  _ 
any~    "«a.r     *ay    ''*a«'    a«y 

Setzt  man  diu  entsprechenden  Werthe  aus  den  Gleichungen  9)  ein 
und  benutzt  für  die  Zähler  von  u^,  b^^  ...  noch  die  obigen  aus  1)  abza- 
leitenden  Werthe,  die  also  noch  x,  y  und  :  enthalten,  and  eliminirt  als- 
dann diese  Variabein  mit  Hilfe  der  Gleichung  5),  so  findet  man 
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Wir  wollen  nun  noch  die  Krümmnngen  ^^,  g^,  r  und  q  durch  /^  und 
/^  darstellen.  / 

Die  Gleichnngen  3)  geben  sofort 

^^)  ?1  = '1-7=7=-»  ^2  =  '2-7==-- 

Femer  ist 

^^_J_  i£»^_l_  /^2  £il   ,  £f2  fi?")^ L_  ^  ^ 

__       1       ^1  _      1       ^  dl^ 
Wir  finden  also  weiter 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nun  dazu  über,  die  eigent- 
lich gesuchten  Werthe  von  6,  H^  M^  £/,  V  und  k  zu  bestimmen,  indem 
wir  den  in  §  2  angegebenen  Weg  einschlagen,  nur  mit  der  Modification, 
dass  wir  jetzt  l^  und  /^  ab  Variable  benützen  anstatt  der  in  §  2  benutz- 
ten Jc  und  y. 

Als  diejenige  Bedingung,  aus  der  wir  6*  zu  ermitteln  haben,  nehmen 
wir  an,  dass  ^^(ß)=^Q  sein  soll.  Dann  ergiebt  sich  aus  der  ersten  der 
Belationen  L)  \, ,  ^ 

Cflß 

DifTerentiiren   wir  diese  Gleichung  nach  dn^^   indem  wir  beachten ,' dass 

dlk 
Ik    von    a   unabhängig  ist,   dass  also  auch  .—  =0,   so  erhalten  wir  mit 

Hilfe  von  3)  und  7) ,  §  1 

-2rp,  =  -2p,(r-G). 
Hieraus  folgt  aber 

Q^  dfiß       dli    dUft      2/j  dnß 

Die  Function  H  bestimmen  wir  aus  9),  §  1,  indem  wir  im  jetzigen  Falle 
haben 

J_/a^\        ^^/3_J 1       \  dl,    dlj 

dnyKdn^)'^^  dn^'^Vl^+l^      (l^  +  l^f)  dn^  dn^' 

a^tf  aw^  ^  _i_ /_j_  ,  j_\^i  di^ 

dtiy'  a        ^ii  +  l^^ii  +  i'i     2ljdnfi  dfiy' 


driß     a 
dg^  dg^ 


dtiß  dfiß  _  1         dl,    di^ 
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Die  rechte  Seite  der  Gleichung  9),  §  1  wird  also  im  vorliegenden  Falle 

Weiter  finden  wir 

Die  Gleichung  9),  §  1  wird  also  jetzt 

bieraas  erhaltea  wir 

Ans  13)  und  14)  folgt  nnn 

dlM _  \_  a^      dlM^_  \_  d\ 
dfiß      2/|  dnß^    driy      2/,  dny 

oder^  da  wir  anch  IM  als  Function  von  /^  und  /j^  su  betrachten  haben, 

dlAi  dlj^     dlM  dl^_  J_  dlj^      djM_  dl^   ,dl_M  dl^  ^_1.  ££« 
a/j    dnß^  dl^    dnß''2l^dnß'     dl^    dfty'^  di^   dny^^l^dny 

Hieraus  wird  aber  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10) 

dUi^}_      dlM^  1 

a/j  ""2//    a/g  ""2/g* 

Hieraus  ergiebt  sich  schliesslich 

wenn  /i^  die  Integrationsconstante  bezeichnet. 

Die  Gleichungen  10),  §  1  werden  im  vorliegenden  Falle,  da 

^r  ^    ^     1      dii  a/g     ag^  1      a/^  a/g 

ariy       *(/,-/i)' an^awy'  a«^""    *(/i-/,)*^^  aw^v 

'^9  =— t 


16) 


(/,-g«afi^an/ 

a  /a[^\      dik_     1      a/^  ^, 
aä^  Va Wy/      a «y    (/j — i^y  a n^  a wy ' 
^/a[^\      dik__     1      a/^  a^ 

dny\dnß/        dn^      {l^—l^^dn^driy' 


Von   diesen  Gleichungen  16)  haben  wir  blos  die  erste  zu  benützen ,   da 

wir  bereits  wissen,  dass  ^,, 

^-^  =  -2r. 
driß 
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a/,  dlk 

drty  dl^ 

dlk    a/g 

^  dl/dfiy 

a/g  dlk 

^  driy  dl^ 

dlk 
Da    wir  nun  aber  auch  x —    als  Function   von  /,   und   L  zu   betrachten 

baben,  so  können  wir  mit  Hilfe  der  Gleichungen  10)  und  der  Relation 
C)  die  linke  Seite  der  ersten  der  Gleichungen  16)  weiter  umformen. 
Es  ist 

a 

driy  dlj^Kdl^J  driß 

_  d^lk    dl^    dlj 

dl^dl^  driß  dny 

Die  erste  der  Gleichungen  16)  giebt  daher 
17)  -^=_J_ 

Wir  erhalten  hieraus  durch  Integration 

wenn  L^  eine  Function  Ton  ^  bezeichnet,  die  wir  willkürlich  annehmen 

können. 

1 
Wir  wollen  Z^s — y-  setzen,  so  dass  entsteht 

dlk         1  1  LI- 


a/j    /ji — /j    /{        ^2  ^1 — ^2 

Mnltipliciren   wir   diese  Gleichung  mit  ^  und  beachten,   dass   ':r-  ,r-^ 
'^  ^  OTiy  cl^  dny 

=  ^ —   und  die  Gleichungen  12) ,  so  entsteht  auch 

Ofty 

18)  |^*  =  -2,. 

dny 

Vergleichen   wir  dieses  Resultat  mit  den  Relationen  L),  so  ergiebt  sich 
noch,  dass  auch  ^^{y)=^^. 

Aus  den  Gleichungen  30) ,  §  2  folgt  weiter  für  den  jetzigen  Fall 

div    ^  .       diu 

^  dlV  ^'^       .r. 

Da  auch  /  V  und  /  F  nur  Functionen  von  /^  und  /^  sein  können ,  so  folgt 
ans  diesen  Gleichungen  19)  sofort  weiter 


a/ 


dl, 

Hieraiis  finden  wir 
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wenn  lA^  and  /^^g  ^^^  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Endlich  ergieht  sich  noch  ans  M=^kü.V 


AVU-k  A  A     ''''^'^'^ 


^  22)  '  =  T7''-Tr- 

Hiermit   sind    die  Werthe   gewonnen,   die  nnn,   wie  in  Pg.   gezeigt 
wnrde,  der  Lösung  des  ganzen  vorliegenden  Problems  zu  Grunde  gelegt 
^  werden  müssen. 


* 


Ende  des 
tts:  izyKaSa^japlitieheii 

der 


r- — ..-" 


*• 


'«Mcw»  iMD  ^fttiU  ^^30*4r  JU\  Die  kleiiu»  Jju»  lier  Ehsdehit  ist 
^bi^  riwr  ü«)  ^nitD  Mitfioüinitt.  im-  ^jp)(  apcxach  -  positiT  a&d  der  Winkel 
vm  »ipciMMii  Asm  ^«kth  (^l*^  35  \  Die  eine  der  beiden  opcischen  Axen 
:iii^fi  nahe««  :ien:kxeeiic  xor  xweibm.  SbrmrturtfScbe  mit  einer  Xei^nn^  Ton 
$i'^23^.  die  swette  opttiebtt  Axe  nsliemn  »nkrecfat  xnr  dritten  Stmctnr- 
tiSdie  aüt  einer  Xei^fui^  mm  ebeninlls  S2'^23^.  Der  Winkel  der  opti- 
schen JLiett  bildet  ienmach  mit  dem  Winkel  der  Tocderen  und  hinteren 
KndaiiiKKhibrttm^skiuice  genaft  einen  Winkel  Ton  ISO''  und  die  kleinste 
KLitfCittttäitsMxe  haftixt  fenen  Winkel  nahesn. 

Der  Winkel  der  «ecnndiren  apc^hen  Axen  oder  der  optischen  Axen 
der  Stnblen  mit  der  Axe  der  klei&^ten  EInstkitit  ist  gemäss  der  Gleichung 


owj* 


^^-(f)" 


\Hler 


-(7) 

m^H^H«   a^a^l  «iMMi  ir«Sl1i'^4riO"  und  den  Winkel  2^,   den  die  beiden 

tt^HUvtHvmi  A^^ii  mit  «^iaiuider  bilden,  gleich  61^22*20".     Aus  dem  Um- 

itakHUf^i  4lMMi  diNT  mUllere  Brechungscoefficient  ß  constant  ist,  folgt  noch, 

4lf  MkHNItl  dfr  opttaeheii  Axen  mit  der  Symmetrieebene  coincidirt. 

It««  tü  ••»1,52056,  |}»  1,52267,  x  =  1,52975,  woraus  folgt 

»'M*".    (Pogg.  Ami.  Bd.  86,  8.  206—234.) 
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«ad  kicT  MhI  «Ift»  UM>e  crfcfisdw  B«ckrtmbeBTeftaii8cfaiiDg ,  dass  dieser 
8«U  d«s  Diin\liul  «m»  UMrMiwm^fcMf^m  Stttmes  anmacht  ^  wornach  ferner 

^  XäMlfukte  ^«B  €A^  BR,   WO 
m»l    .^  ^  •.     JB,  CR,  Ur 

m   fwaAm  Luhm    l£if*m  mite««.     Di««  dni  Geraden   verbinden   die 
ntSM  iM'  Gi^iiiMWtbBa  utd  d«r  Dii^oBaleft  des  emfaehen  Vierecks  CJ  BR 

l>i<»gt  $ica  test  stck  wwier  datck  perspectTnache  Projection  ver- 
dl%?ii»cm<ta>  ^ackltc  «am  aiadKck«  <^da  Anfang«  Mitte  and  Ende  einer 
$lM<k!#  ai^^  Jtat  aa<»JKck  eatfmiea  Paakte  derselben  Geraden  ein 
^^»^itiMii  karai^Ni^iKk^r  Ftekfie  ktblea  and  da»  die  Projection  einer  har- 
aikNMiA  fH^kütfNm  ^sHicMim  wMiKaai  kanumis^  getkeüt  ist,  so  erhält 
;i»a»  S>i^f  J^a  $^Ms.  "aoctti  <ii»r  E^cckttcbaicfi^iveter  Geraden  PQ  nnd  5 
aiä  ^^V^  %  ^^anigkttH  ^:  IHi»  in  iier  ^rwt^ea  Fi^ar  entkahesea  Geraden 
*.;  .,«v  t.«v  «*.  #*.  041.  VW^  wr^  er  ^eiea  be  la  ihren  Darch- 
^»^JkKHiHik  ^MK^  «tft^  Wäak^  jy>üikiti»a  l>iHniii«ii  s  Ter^a^it.  dann  liegen 
^\l>^rlliai^'  '.)*  ^)k<>r  v>^4i>M«  it«>  xtiKtim  ^araMoi^ckea  Paakte 


J|^H#  Jt^v«  V^4i^JiM  »;^^A»a  >ic^  :)i  «mtMi  P^inkti». 

tV  V^t^  vs*;^^  NKahi  «t9<giir  iw  ^%$£ett  Parkten  J^  #«  C  einen 
V^'X^sH*  ^^*  t  '4%*xi  ^Uv*  >%s»tkaKh:k«^  t>^Ka*w  ^*:  ««  5e§t  ialier  nahe, 
>Um  \%*^v^^*a  v^N^K;u<>4ik  ij^v*4aHv*<^*  !<t»'%t^^fii^a  la  ryrtaeSen,  a.  B,  bei 
i(s^^vWlv>«u^iM  N  M^  ^>M%k.ii  '^  %i%i  .H^>ai  \s9|^t&ckai(ttt  WncBsafthren, 
xsUi  X\  <^^^^vS*^wv^  'i  in  v^*i;t>  ^  ;^it^»t  Sk-^^eujcoiutt  :t2&hälle&  za 
^vs^s^  ^^^  >*<i^  v«9M^  iw  >j^^  ^\sHr»it  >Me«^a^»<jea  GexMea  aad  ihr 
Wis^ävs'^Vii^k  X'^^r^^oMi  %S4%iMa.   >».^^i^?*ö>  %^iJbL  ein«r  aik<t^  Ua^rmckaag. 

^^  AVA  xnX^vm  :^m«<  4iijfe««  qAsri>  :ti4tt  ^«Ncac  i^fc  riKt^r^ke  San  aar- 
VN^^xsA  %vvXs  .A'-%  :S**«i^W^^«i^**  *«%^^ir  v^«NiMm  jf  xaa  {  -mt  p .  aad 
nUv  \^vV»v   *>^AnVn»    i\>*a  >N**%X-:v     »^^   a«a  «rta^Na  lo^Mri  F^aka»  5  mt 

Sv)^v^>4    |Nj^>^\ss*rfCv        ^   *Vi»  >Ni»-t^^Mt     4   \     »-\       -    ^^Kc^oistHfa  aai 

>jtm\^  v^Vs^iv  \>x^5ii^.Ä>A     ^v^-i^  %.    \  •    »«NiS;&9Hs   iK»^eo;  v^ri  aaa  aj»A 
VÄk  ^,iW^i^X^^  VNn-iA««  ^  V^»»i^g»aK>aiaiii>     «>  ^ar^tu^Kt  *toi  >^ws«a!  ia 
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Kleinere  Mittheilangen. 


CarteBisobe  PnnktooordiB.  (Fig.  15.) 

1 .  Das  System  besteht  aus  iwei  Ge- 
raden (x,  y) ,  die  darch  einen 
Punkt  {0)  gehen. 

2,  Zwei  auf  den  Axen  o*  und  y  lie- 
gende Punkte  /i  und  B  (die  un- 
endlich fernen  Punkte)  liegen  auf 
der  unendlich  fernen  Geraden. 

3«  Um  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes P  Bu  finden,  verbindet  man 
diesen  Punkt  mit  den  beiden  un- 
endlich fernen  Punkten  .4  nnd  B 
(d,  h.  aieht  darch  P  Parallelen  bu 
den  Axen)  durch  die  Linien  x, 
und  /',  • 

Diene  Reciprocitit  der  Ausdehnungsgebilde  (Punkt  und  Gerade)  wird 
verTollstiindigt  durch  diejenige  der  Zahlgr5ssen  (Entfernungen).  Es  ent- 
sprechen sieh  nfimlkh: 


Schwering'sehe  LmieiceordiB.  (Pig.  16.) 

1.  Das  System  besteht  aus  zwei 
Punkten  (A\  F),  die  durch  eine 
Gerade  (o)  verbunden  sind. 

2.  Zwei  durch  die  Anfangspunkte 
X  und  y  gehende  Geraden  a  und 
h  (die  parallelen  Axen)  schnei- 
den sich  in  einem  unendlich  fer- 
nen Punkte. 

3.  Um  die  Coordinaten  einer  Ge- 
raden p  zu  finden ,  bestimmt  man 
die  Schnittpunkte  T,  und  Y^  die- 
ser Geraden  mit  den  Parallelen 
a  nnd  h. 


4.  die  Coordinaten  des  Punktes  /\ 
d.  h.  die  Absttode  der  Geraden 
X  nnd  <r|,  sowie  y  nnd  jfi; 

5.  der  Abstand  der  unendlich  fernen 
Punkte  J  und  B^  d.  h.  der  Win- 
kel der  Geraden  x  nnd  y. 


4.  die  Coordinaten  der  Geraden  p, 
d.  h.  die  Abstände  der  Punkte 
JT  nnd  JTi,  sowie  F  nnd   F^\ 

5.  der  Abstand  der  Geraden  •  nnd 
i«  d.  h.  der  Abstand  der  Punkte 
JT  und   F. 


Zu  Nr.  5  ist  zu  bemerken,  dass  die  unendlich  fernen  Punkte  J  und 
B  gleichbedeutend  and  mit  Strecken  auf  den  zngelH!^rigen  Geraden  (vergl. 
mein  «^System  der  Raumlehre"^  Th.  II,  Nr.  2  und  3^.  dass  also  der  Ab- 
stand zweier  unendlich  /emen  Punkte  durch  den  Winke)  dieser  Strecken 
oder  den  der  zugehörigen  Geraden  gemessen  wird. 

Waren,  April  1S77.  Y.  Schl^gki.. 
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wird.  Dies  war  vorherznseben ,  da,  wie  man  weiss,  in  einem  Leiter  die 
Energie  der  elektrischen  Bewegungen  immer  theilweise  in  Wärme  um- 
gesetzt wird. 

Wirklich  sind  alle  metallischen  Leiter  sehr  wenig  durchsichtig,  und  sind 
die  meisten  Körper,  welche  das  Licht  ungeschwächt  durchlassen,  Isolatoren. 
Eine  Ausnahme  bilden  die  Elektrolyte,  deren  viele  fast  vollkommen  durch- 
sichtig sind,  und  welche  jedenfalls  viel  mehr  Licht  durchlassen,  als  es 
nach  obigen  Gleichungen  der  Fall  sein  mtisste.  Auch  für  die  Metalle 
scheint  dies  zu  gelten;  wenigstens  hat  Maxwell,  der  zuerst  auf  den 
Zusammenhang  zwischen  Leitungsfähigkeit  und  Undurchsichtigkeit  auf- 
merksam machte,  die  Durchsichtigkeit  eines  dünnen  Goldblättchens  viel 
grösser  gefunden,  als  man  es  nach  der  Theorie  erwarten  dürfte.* 

Ohne  Zweifel  liegt  der  Grund  dieser  Abweichungen  in  der  Mangel- 
haftigkeit unserer  Anschauungen  über  das  Wesen  des  elektrischen  Stro- 
mes. Nur  wenn  die  Wissenschaft  in  dieser  Beziehung  viel  weiter  fort- 
geschritten ist,  darf  man  auf  eine  völlig  befriedigende  Uebereinstimmung 
der  Theorie  mit  den  Thatsachen  hoffen.  Indess  lässt  sich  wenigstens  ein 
(Jmstand  angeben,  der  vielleicht  als  die  Ursache  der  erwähnten  Ab- 
weichungen zu  betrachten  ist. 

.  Das  Oh  mische  Gesetz,  dessen  allgemeine  Giltigkeit  wir  oben  vor- 
aussetzten, ist  nur  für  stationäre  Ströme  mit  voller  Gewissheit  bewiesen. 
Für  veränderliche  Ströme  aber  ist  es  sehr  gut  möglich,  dass  dieses  Gesetz 
einer  Modification  bedarf,  wie  dies  denn  auch  bereits  von  Weber, 
Kirch  ho  ff  und  Lorberg  angenommen  worden  ist. 

Es  ist  nämlich  nicht  unwahrscheinlich ,  dass  bei  dem  Auftreten  einer 
elektromotorischen  Kraft  der  elektrische  Strom  nicht  unmittelbar  entsteht 
mit  der  vollen,  durch  das  Ohm 'sehe  Gesetz  bedingten  Intensität,  son- 
dern eine  gewisse  Zeit  braucht,  um  bis  zu  dieser  Intensität  anzuschwel- 
len. **  Diese  Zeit  mag  sehr  kurz  sein ,  so  dass  für  unsere  Beobachtungs- 
mittel die  Intensität  augenblicklich  ihren  grössten  Werth  zu  erreichen 
scheint;  dennoch  ist  es  möglich,  dass  bei  raschen  periodischen  Aende- 
rungen  der  elektromotorischen  Kraft,  wie  bei  den  LichterscheinuDgen, 
der  erwähnte  Zeitraum  nicht  mehr  verschwindet  gegen  die  Zeit,  während 
welcher  diese  Kraft  in  der  nämlichen  Richtung  wirkt.  Dies  wird  zur 
Folge  haben,  dass  die  Stromintensität  in  jedem  Augenblick  kleiner  ist, 
als  sie  nach  dem  Oh  mischen  Gesetze  sein  müsste;  die  Bewegung  wird 
also  etwa  so  vor  sich  gehen,  als  wäre  der  Widerstand  für  rasch  oscil- 
lirende   Ströme   grösser   als   für   stationäre.      Dann   muss   aber,    wie   man 


*  Max  iß  eil,  Electricity  and  Magnetism,  §§  798  —  800. 

**  Dieses  AuschweUen  ist  wohl  zu  unterscheiden  von  der  beobachteten  Er- 
toheinuDg,   dasa  beim  Scbliessen  einer  galvanischen  Kette  in  einem  Punkte  des 
Schlienungsbogens  die  elektromotorische  Kraft  und   dadurch  der  Strom  eine 
"^raacbt,  um  in  voller  Stärke  aufzutreten. 
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wobei  '^  wieder  die  nämliche  Function  ist,   wie  in  den  vorhergehende 
Formeln. 

Die  hier  angegebenen  Wertbe  genügen  den  Bewegnngsgleichnn 


fär  jeden  Werth   des  Winkels   a  und   sogar   auch,   wenn  tf,    sina^  cox~ 
complexe  Grössen  sind. 

§6.   Es  müssen  weiter  die  Bedingungen  gesucht  werden,  welche  av 
der  Grenze  von    einem   isotropen  Nichtleiter   und  einem  Metalle  gelten. 
Es   sind   dies   die  Gleichungen  A),  B),  8)  und  24)   der  ersten  Mitthm- 
lung;  nur  sind  diese  noch  etwas  zu  vereinfachen.     Es  möge  dabei  wieder 
angenommen   werden,   dass   die  Grenzfläche   mit  der  ^z- Ebene  des  Co- 
ordinatensystems  zusammenfalle;  ausserdem  sei  der  Isolator  das  erste,  der 
Leiter  das  zweite  Medium,  so  dass  die  Accente  bei  denjenigen  Grössen, 
welche  für  beide  mit  denselben  Buchstaben  bezeichnet  sind ,  sieb  auf  das 
Metall  beziehen. 

Es  werden  dann  die  Gleichungen  A)  und  B) 

10)  —  =  xri,     —  =  KW^^ 

12)  ^=^f',     N=^N\ 

In    der  Formel  8)   der  ersten  Mittheilung  ist  für  ti,  &,  w  zu  setzen 

für  u\   v\  w*  dagegen    nach   5)  Wj  +  e'x-^,    Pi  +  f'x-r-*, 

Ol  oi 


dj    dj    dt 

dt*  dt'  dl 


w,  +  «'  X  -r-*.     Es  folgt  mithin 

"^  dt     4«ar\a.r/~'»"^*''a/     4ndt\dxJ- 

Endlich  giebt  24) 

14)       .         oz-l|^=^'r-J-(M. 

4n  dx  An\d xj 

Es  lässt  sich  nun  aus  11)  und  14)  %  wegschaffen;  setzen  wir  auch 
hier  (1+ 4;i^'):(l  + 47rO)  =  1,  was  nur  bei  den  magnetischen  Metallen 
einen  erheblichen  Fehler  verursacht,  so  ergiebt  sich 

15)  Z  =  Z'. 

Wenn  man  9)  nach  /  differenzirt,  kann  man  aus  dieser  Gleichung 
mittelst  13)  <p  eliminiren;  man  erhält  dadurch 

■«'     ('+47-,):-f=".+'-'('+4i,-)'^' 

welche  Gleichung  man  statt  9)  nehmen  kann. 
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Für  den  Isolator  können  wir  nun,  wie  früher,   —  gegen  die  Ein- 

i 

heit  vernachlässigen;  man  darf  somit  im  ersten  Gliede  von  16)  die#rösse 
■z —  ^  fortlassen,  lieber  die  Zahl  «'wissen  wir  vorlänfig  Nichts ;  indess 
ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  im  zweiten  Gliede  der  Gleichung  die  Grösse 
z ry  so  klein  ist  gegen  u^^  dass  sie  vernachlässigt  werden  darf.    Denn 

'±7C     et 

nach  2)  lässt  sich  diese  Grösse  auch  so  schreiben: 

und  wenn  man  nun  berücksichtigt,  dass  bei  den  Lichterscfaeinungen  [u^] 
durch  eine  Exponentialgrösse,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  dar- 
gestellt wird,  findet  man  aus  den  Werthen  von  x   und  T  leicht,   dass 

bei  den  Metallen  bereits  ; ^r^  sehr  klein   eeffen  t/,  ist.     Um  so  mehr 

4n  dt  6  6        1 

ist  dies  mit  dem  Ausdrucke  17)  der  Fall,  da  noch  Bq  eine  sehr  grosse 
Zahl  ist. 

Die  Gleichuftg  16)  gestaltet  sich  demnach  zur  folgenden  um: 

.Qy,  ^5  ,    '  du. 

und  die  Bedeutung  hiervon  ist,  dass  auch  an  der  Grenze  keine  An- 
häufung von  Elektricität  entstehen  kann. 

Es  muss  dann  weiter,  wie  auch  aus  13)  folgt, 


'»)  ^^G-:)■ 


sein. 

Wir  wollen  nun  zeigen ,  das«  man  auch  hier  den  Grenzbedingungen 
genügen  kann ,  wenn  man  blos  Trans  Versalschwingungen  in  die  Rechnung 
aufnimmt.  Da  bei  diesen  überall  q>  =  0  ist^fhaben  wir  nur  die  Gleich- 
ungen 10),  12),  15)  und  18)  zu  berücksichtigen. 

§  7.  Ist  zunächst  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallaebene  (xz- 
Ebene)  polarisirt,  so  kann  man  es  vorstellen  durch  die  Gleichungen* 

^Q=  —  {t  —  xR  eo$a^zRtma  +  ^)^     Ä  =  — . 
Ebenso  schreiben  wir  für  das  reflectirte  Licht 

*  Veq^dir 
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und  Ür  die  Bewegung  im  Metalle  (§  5) 

[^^ =- -i(r;4^ ''""---''"•  ^ 

Es  kann  nun  den  Grenzbedingungen  gentigt  werden,  wenn 

20)  B  sin  a  =^  It  sin  a 

ist,   welche  Gleichung  dem  Brechungsgesetze  bei  nichtleitenden  Medien 
entspricht. 

Es  wird  dann  nämlich  an  der  Grenzfläche  (ars=0)  ^o^^^'^'^^^'  ^^^ 
man  erhält  aus  der  ersten  der  Gleichungen  10) 

21)  =xa. 

Der  Gleichung  18),   der  zweiten  von  10)  und   der  ersten  von  12) 

wird    durch  die  angegebenen  Werthe  gentigt.  Die  zweite  der  Formeln 
12)  liefert  aber  die  Relation 

4nA  ..        .                       üR  ,        , 

welche,   wenn  man  sie  mit  ^(1+ 4«^)  = -/^(1  + 4ji;'Ö'')  multiplicirt ,    fol- 
gende Gestalt  anninmit: 

n cos a^=  n  na  cos a 

e 

oder  nach  20) 

•l 

22)  sin  tt  cos  a=^  xa  sin  a  cos  a. 

i 

Schliesslich  ergiebt  sich  aus  15) 

-^  (1  +  «)  «n«  =  ^j(i:p^  «  ««- 

und  dies  führt  nach  einiger  Umformung  wieder  auf  21)  zurück.     Aus  21) 

und  22)  folgt  aber 

sin  {a  —  a) 

sin  (a  +  Pf') 
und  man  hat  demnach  für  das  refiectirte  Licht 

.V  .   -  sinla  —  a)    — 1^  (i  +  xÄco*o  — »Äiiiia-f  p) 

§  8.    Ist  zweitens  das  einfallende  Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene 

« 

polarisirt,  so  kann  man  für  die  einfallende,  refiectirte  und  durchgelassene 
Bewegung  der  Reihe  nach  setzen 
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>  'W^/\/^w^^^wv/wv^/^■^^»»^^»i»v^»\^»/w»/\^w^»v^^w^^w^»»/w< 


den  reellen  Theil  nimmt,  hört  die  Uebereinstimmnug  auf;  denn  bei  den 
Metallen  wird  Ify  mithin  auch  a  complex,  während  diese  Grösse  bei 
Nichtleitern  reell  ist. 

Um  nun  für  die  Metallreflexion  den  reellen  Theil  von  A)  und  B) 
zu  bestimmen,  lässt  sich  eine  Rechnung  anwenden,  welche  Eisenloh r* 
bei  der  Ableitung  der  von  Gauchy  für  die  Metallreflexion  angegebenen 
Gleichungen  benützt  hat.  Eisenlohr  erhält  nämlich  diese  Gleichungen, 
indem  er  in  den  Formeln,  welche  für  isolirende  Körper  gelten,  für  den 
Brechungsexponenten  eine  complexe  Grösse  ^e^*  setzt.  Nun  ist  aber 
nach  der  Gleichung  20)  in  der  That  das  Verhältniss  sinaxsina  eine  con- 
staute,  aber  complexe  Grösse.  Setzen  wir  dieselbe  =  oef^^  so  werden 
die  Gonstanten  <f  und  x  mit  den  von  Eisenlohr  eingeführten  Grössen 
•&  und  £  übereinstimmen. 

Wir  haben  also 


und  demzufolge 


cosa  '=^y  1 ^«-2»*=»«'«, 


wobei  9  und  oo  leicht  aus  a,  <f  und  r  zu  berechnen  sind. 

Durch  Substitution  der  Werthe  von  sina   und  cosa   wird  nun 


wenn 


O  =  -r-r-^ ; — : r  . r  ,  Ö  =  —  ^    .    ^ 1 — : r^- s^  ,     m  = 


1  +  2m  co5(t  + «)  +  «*'  l  +  2mcoj(T  +  w)  +  m*  '  cosa'* 

1  — m'*  , 2m'5fw(T  — w)  f^ocosa 

^""'"l  +  2m'co5(T-cö)  +  m'«'    ^  ""l  +  2m'co5(T-a))  +  m'»'      '""""T" 
ist. 

Bringt  mai\  diese  Werthe  in  A)  und  B)  über,  so  ergiebt  sich  für  den' 
reellen  Theil  dieser  Ausdrücke 

r^  =  yb^  +  b'^cos{t^f'-d^),     Q=yc^+c*cos{tp^d,), 
wenn  , 

0  c 

äp^ardg-Ti     ds=arctg'- 

V  C 

gesetzt  wird. 

Eine  leichte  Rechnung  ergiebt  dann  für  die  Intensität  des  reflectir- 
ten  Lichtes,  wenn  das  einfallende  Licht  in  oder  senkrecht  zu  der  Ein- 
fallsebene polarisirt  ist, 

25)  Jp  =  b*+b'^^tg(f^^7t),     J.^c^  +  c^^igig-^^Tt), 

26)  cotf=  cos  (t  +  w)  sin  (2  arc  cot  m) ,     cotg  =  cos  (t  —  co)  sin  (2  arctg  m') , 

während  man  zur  Bestimmung  der  Phase  folgende  Gleichungen  hat: 

27)  igdp  =  m(f  +  «»)  ^(2  arccotm)y     tgd,  =  5i>i(f  —  «)  tg{2  arcigm'). 


*Pogg.  Ajul  lOi,  a  868. 


üeber  die  Theorie  etc.     Von  H.  A.  Lorbkts. 


210 


beiden  Spectrallinien  gefundenen  Werthe  hervor.  Denn  erstens  mtissten 
nach  der  Theorie  die  beiden  Werthe  von  K  einander  gleich  sein;  zwei- 
tens müssten  die  für  $  gefundenen  Zahlen  sich  umgekehrt  verbalten  wie 
die  Schwingungsdauer,  und  diese  Proportion  ergiebt,  wenn  man  für  die 
Z> -Linie  $  =  25  setzt,  für  die  J7- Linie  5  =  38,  während  wir  oben  für 
letztere  5  =  29  erhielten. 

Es  kann  also  die  Theorie  gewiss  nicht  als  endgiltig  festgesetzt  be- 
trachtet werden.  Wir  haben  denn  auch  die  Abweichung  vom  Ohm^sehen 
Gesetze  nur  besprochen,  da  aus  ihr  möglicherweise  die  Abweiebangen, 
welche  wir  zwischen  der  Theorie  und  der  Erfahrung  finden ,  entspringen 
können.  Sehr  gut  ist  es  möglich,  dass  man  bei  weiterer  UntersuchiiDg 
andere  Ursachen  für  dieselben  kennen  lernen  wird.  Jedenfalls  wird  aber 
gerade  die  weitere  Erforschung  der  optischen  Eigenschaften  der  Metalle 
von  Wichtigkeit  sein  für  das  bessere  Verständniss  der  elektrischen  Er- 
scheinungen. 
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conischer  Polaren  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  (^^ . . .  i^g)  {x^. . .  |,  so  ersen- 
gen  sie  mit  dem  Büschel  (Q)  Curven  dritter  Ordnung  F^  Z^,  ...,  von 
denen  sich  zeigen  lässt,  dass  sie  ein  Büschel  bilden,  dem  auch  Ä^  an- 
gehört. Da  die  Büschel  (ä*...).  (^*  -Oi  (£*•••)»  •  •  mit  dem  Büschel  (Q) 
in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden,  so  sind  sie  selbst  unter  ein- 
ander projectivisch  und  es  erzeugen  (§*...)  und  (i?*.  .)  eine  Curve  C^ 
vierter  Ordnung  durch  die  acht  Punkte  Ä'^ . . ,  Ä^  F, . . .  F^ .  Diese  wird 
von  X^  in  A'j  ...  X^  geschnitten.  Ihre  übrigen  Schnittpunkte  mit  C* 
müssen  auch  auf  F^  liegen;  denn  i^t  S  irgend  einer  dieser  anderen 
Schnittpunkte  Y  so  treffen  sich  in  ihm  die  homologen  Elemente  |«'  und 
QPgy  aber  auch  QPg  und  i?,^  Da  aber  die  Curven  X^  und  K^  sich  ausser 
in  Q  noch  in  acht  Punkten  S^,,,S^  auf  C*  schneiden,  so  müssen  durch 
diese  neun  Punkte  QS^.^.S^  auch  die  Curven  Z^...  hindurchgehen,  weil 
Z*  auch  durch  die  Büschel  (J*...)  und  (5^...)  oder  (t?^...)  und  ({*..•) 
erzeugt  werden  kann.  Von  den  Curven  des  Büschels  (Ä^F^..,)  berühren 
vier  die  Gerade  /,  also  giebt  es  auf  x  vier  Punkte,  durch  die  sich  nur 
zwei  Tangenten  an  C^  ziehen  lassen,  die  daher  auf  C^  liegen.  Mithin 
ist  6*3  von  der  vierten  Ordnung  und  hat  eine  Doppeltangente,  die  wir 
/  nennen  wollen.  Die  Punktreihe  R ... ,  in  welcher  diese  von  den  Tan- 
genten von  Cj,  d.  i.  von  den  geraden  Polaren  der  Punkte  P...  bezüg- 
lich ihrer  homologen  Curven  x^...  geschnitten  wird,  ist  diesen  Tangen- 
ten und  daher  auch  der  Reihe  P. . .  projectivisch.  Demnach  werden  die 
Geraden  PB^.,.  von  einem  Kegelschnitte  [i^l]  eingehüllt,  der  mit  C^ 
ausser  /  noch  vier  gemeinschaftliche  Tangenten  hat.  Sie  seien  'i  • .  •  '4 
und  treffen  /  in  ihren  homologen  Punkten  P^...P^.  Wenn  aber  die 
gerade  Polare  eines  Punktes  durch  ihn  hindurchgeht,  so  muss  er  auf  der 
Curve  liegen ;  daher  liegen  P^...  P^  auf  ihren  homologen  Curven  x,^. . .  x^^. 
Auf  einer  beliebigen  Geraden  giebt  es  daher  vier  Punkte,  in  denen  sich 
homologe  Elemente  von  (»*...)  und  {M)  treffen,  also  erzeugen  diese  Bü- 
schel eine  Curve  vierter  Ordnung.  —  Dass  dieselbe  durch  die  Grund- 
punkte geht,  folgt  auf  bekannte  Art. 

Anderer  Beweis.  Durch  drei  feste  Punkte  B^B^B^  und  die 
Schnittpunkte  Sl^l'^l",  SljSl'iSl", ,  ...  von  x***,  x,^  ...  mit  einer  Geraden  / 
lege  man  Curven  dritter  Ordnung  /3^,  /3,^,  .  . ,  welche  M  zum  gemein- 
samen Doppelpunkt  haben.  Dieselben  bilden  ein  Büschel,  dessen  Grund- 
punkte ausser  M  B^  B^  B^  noch  Bj^  B^  sein  mögen.  Aus  M  und  B^  werden 
/^^  l^l^  •••  durch  ein -zweigliedrige,  /  wird  durch  zwei  projectivische 
Strahlen büschel  in  perspectivischer  Lage  projicirt.  Dreht  man  alle  Bü 
schel  um  M  und  B^  so,  dass  M B^  und  B^B^  in  eine  Gerade  fallen,  so 
gehen  alle  Curven  j3^,  /?,',  ...  in  Kegelschnitte  /3*,  j5j^  . . .  eines  Büschels 
mit  vier  Grundpunkten  M^^SQ^^^  über;  aus  /  wird  ein  Kegelschnitt  il^ 
der  durch  M  geht;  die  Strahlen  ^^|...  bilden  ein  neues  Strahlenbüsche] 
um  M  in  anderer  Lage.     Die  Strahlen  desselben  schneiden  die  homologen 
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legen   wir   eine  Cnnre  dritter  Ordnung  A'^,   die  wir  uns  ancb  durch  ein 
Btrahlenbfischel  und  ein  projectivisches  Kegelschnittbiiscbel  erzeugt  den- 
ken wollen.     Dieselbe  können  wir  dann  aucb  erzeugen  durcb  das  Kegel- 
scbnittbttscbel    i^s"-^»)    ^^^    ^^°    projectiviscbes    Strablenbfiscbel   (A'), 
dessen  Scbeitel  AT  aucb  auf  ^4^^  li^g^o  mnss.     Dieses  Strahlen büscbel  ist 
ancb  in  perspectivischer  Lage  mit  allen  Bäscheln  (^>,  (^1)»  -••  ^^^  ^^' 
zeugt  mit  ihnen  die  Geraden  ss^...^   auf  denen  in  je  drei  Punkten  AT' 
von   1/?%^ ...  geschnitten   wird.     Es  möge  nun  g  von  5  in  G  geschnitten 
werden,   so   sind  BG  und  KG  homologe  Strahlen   der  Büschel  (^)  und 
(Ä').      Da  aber  auch  BG^  B^G^   ...  homologe  Strahlen  der  Büschel  (^), 
(^i),   ...  sind,   so   sind   aucb  B^G y  ...  und  KG  homologe  Strahlen  und 
daher  schneiden  sich  ss^,..  in  G. 
22.  Haben   zwei  projectivische  Büschel  von  Curven  dritter 
Ordnung    sechs    Grundpunkte,     die    auf    einem    Kegel- 
schnitte 9}  liegen,   gemeinsam,    und    entsprechen  dabei 
die  Curven  einander,  von  denen  Ä^  ein  Bestandtheil  ist, 
so  liegen  die  Schnittpunkte  homologer  Curven  auf  einer 
Curve  vierter  Ordnung. 
Es  seien  ÄBCDEF  die   sechs   gemeinschaftlichen  Gmndpunkte  der 
projectivischen  Büschel  (C^C,^  ..)  und  {K^K^^..  )   und  Hegen  auf  einem 
Kegelschnitte  ft*,  dann  liegen  die  übrigen  drei  Grundpunkt«  V.(1(f'  und 
KK'K"  je  auf  einer  (leraden  c  und  Ar.     .Jede  der  Curven  des  ersten  Bü- 
schels  wird   von  allen  Curven  des  zweiten  Büschels  in  solchen  Geraden 
geschnitten,  dass  sie  sHmmtlich  sich  in  Punkten  ^l^Ij  ...  von  k  schneiden, 
und  jede  der  Curven  des  zweiten  Büschels  wird  von  allen  dos  ersten  in 
solchen    Geraden    geschnitten,    die   sich    sämmtlich   in    Punkton    j8  3?i    .. 
von  c  treffen.     Die  Geraden   ^5)133,  Sli^n     •.   ßi"d  also  die  Scbnittlinion 
von   K^   und    (^^^  K^   und    C^^   ...;    die    Punkte    ^%^   sind    projoctivisch 
auf   il^33i  ...    bezogen    und    liegen    perspoctivisch,    daher   schneiden    sich 
diene  Geraden   in    einem  Punkte  P,     Wir   können  jeder    dieser  Geraden 
die  Curven  zuordnen,  die  sich  auf  ilir  schneiden,  und  erhalten  dadurch 
zwischen  den  Strahlen  von  (/')  und  den  Curven  eines  joden  der  Büschel 
(r^..)  und  (A  ^..)  projectivische  Beziehungen.  Da  aber  das  Strahlenbtischol 
(/')   mit  jedem    der  projectivischen   Ourvenbüschel  dieselbe  Curve  vierter 
Ordnung  erzeugt,  so  erzeugen  auch  die  projectivischen  Curvenbüschel  xlie- 
selhe  Curve  vierter  Ordnung,  eigentlich  eine  Curve  sechster  Ordnung,  die 
aber  aus  dieser  Curve  vierter  Ordnung  und  dem  Kegelschnitt  §}  besteht. 
2H.  Wenn   eine   Curve  A*   der  Ort   der  Schnittpunkte  homo- 
loger Elemente  eines  Büschels  erster  Ordnung  ^f[(/oOi92-") 
und    eines    projectivischen    Büschels    dritter    Ordnung 
'  ^, ...  ^q)|x0'xj®k3^.  ..  j  ist,  von  dessen  Grün  dpunkten  sechs 
inem  Kegelschnitte  M^  liegen,  so  treffen  alle  Cur- 
*Jtler  Ordnung,  welche  durcb  diese  sechs  Punkte 
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übrigen  Schnittpunkte  anf  geraden  Linien,    die  sich  in 
einem  Punkte  treffen.  • 

Die  projectivischen  Curvenbüschel  seien  {A^  A^.,.  A^  j  c^a^. . .  |  und 
(^j^g...  ßg)  j|3'/3i*. ..  j ;  je  zwei  homologe  Curven  schneiden  sich  in  sechs 
Punkten  CDEFGH,  C^D^E^F^G^H^,  ...  auf  einem  Kegelschnitt  Ä*  und 
ausserdem  in  je  drei  Punkten  JKL^  J^K^L^^  ...,  die  auf  geraden  Linien 
9j  Qii  ...  liegen.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  alle  die^e  Geraden  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Zunächst  weisen  wir  nach,  dass  keine  zwei 
von  ihnen  sich  in  einem  Punkte  von  S^  schneiden  können;  denn  thäten 
dies  irgend  zwei  von  ihnen,  etwa  gm  und  ^^,  und  läge  ihr  Schnittpunkt 
0  auf  $^  so  bildeten  sowohl  o^m  und  ß^mi  aIs  a^n  und  ß\  neue  Curven- 
büschel ,  zu  denen  ($^  gm)  und  (ft^  gn)  gehörten.  Die  geraden  Polaren 
von  0  bezüglich  der  Curven  der  Büschel  (o^...)  und  (ß^-..)  schneiden 
sich  in  zwei  Punkten  A  und  B  und  da  0  ein  Doppelpunkt  einer  Curve 
sowohl  im  Büschel  {a^m  ß^m)  als  {^n  ß\)  ist ,  so  muss  seine  gerade  Polare 
für  alle  Curven  beider  Büschel  mit  AB  zusammenfallen  und  0  müsste 
auch  ein  Doppelpunkt  einer  Curve  sowohl  des  Büschels  (a^-..)  als  {ß^.».) 
sein,  was  nicht  vorausgesetzt  ist.  Daher  können  sich  in  keinem  Punkte 
von  ^^  zwei  der  Geraden  ggi-**  schneiden  und  sie  müssen  ^^  in  Punkt- 
paaren  MN,  ^i^n  •••  schneiden,  welche  in  projectivischer  Beziehung 
zu  den  Curven  o^a^^...  und  ß^ß^.,.  stehen.  Deon  erstlich  entspricht 
jedem  Paare  homologer  Curven  (o*|3*)  ein  Punktpaar  ^/A'  und  umgekehrt. 
Ja,  es  entspricht  sogar  jedem  Punkte  dieses  Paares  dasselbe  Curvenpaar 
(a^|3^),  weil  es  z^|p.  durch  M  nur  eine  einzige  Gerade  geben  kann,  auf 
der  sich  homologe  Curven  schneiden.     Da  also 

(«»aj». . .)  7^  {MM^ . . .)  A  (A^  A'i   . .) 
ist,  so  muss  auch 

(MMi.,.NN^..,)-^  {NN^ . . .  MM^ . . .) 

sein  und  es  haben  diese  Punktreihen  involutorische  Lage,  woraus  weiter 
folgt,  dass  alle  Geraden  ggi--»  sich  in  einem  Punkte  P  schneiden;  da 
ferner 

(«»«,»... )Ä(/s''A'...)Ä^(^ffi"-) 

ist,   so   liegen   die   Schnittpunkte  homologer  Elemente   auf  einer   Curve 
vierter  Ordnung  &'*,  welche  durch  A^ ,. .  AgB^  ...  B^P  geht. 
25.  Eine    Curve   Ä'*    vierter   Ordnung,    welche    der   Ort    der 
Schnittpunkte     homologer     Elemente     zweier    Büsclfel 
erster    und    dritter    Ordnung    ist,    kann    auf   unzählige 
Arten  durch  zwei  solche  Büschel  erzeugt  werden. 
Es   sei   Ä'*   der  Ort. der  Schnittpunkte  homologer  Elemente  der  Bü- 
schel ^(*o*i*2'*)  ^^^  (-^1  •  •  • -^9)  Uo^^^i^^a^- ••  !•     Die  homologen  Elemente 
Sp  und   Ji^p  schneiden   sich   in  BpCpDp.     Ein  beliebiger  Kegelschnitt  P^ 
treffe  x*p*in  Pj...Pg.     Durch  die  neun  Punkte  BpCpDpP^...  P^  sei  X^ 
eiae  beliebige   Carve  dritter  Ordnung.     Diese  wird  von   Xq^%i^%/.,.  in 
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X  aufi  (A^gQ^Toj)  und  beziehen  {K^K^  und  {KqK{)  projectivisch  anf  ein- 
ander, indem  wir  K^  sich  selbst,  ^^^^  und  A^^oi  ^^^  ^^^^  Curven  einander 
entsprechen  lassen,  welche  sich  in  einem  Punkte  von  x  schneiden,  so 
erzeugen  diese  eine  Cnrve  dritter  Ordnung,  welche  mit  x  zehn  gemein- 
schaftliche Punkte  hat  und  also  mit  ihr  zusammenfallt.     Wenn  K^  und  x 

sich  in  P  schneiden  und  es  ist  A'of    diejenige  Curve  von  (ATo/fJ,  welche 

durch  P  geht,  so  folgt j  dass  x  auch  eine  Curve  des  Büschels  (^K^K^)  ist. 
Dieses  Büschel  erhalten  wir  aber  auch  aus  den  Büscheln  (A'qAT^)  und 
(A^jA",),    in    denen   wir  die  projectivischo  Beziehung  nur  so   feststellen 

dürfen ,  dass  K^  sich  selbst ,  K^y  der  Curve  K^  entspricht.  Somit  erhal- 
ten wir  alle  Curven  des  Netzes  [A'o ^i  ^'2]  >  wenn  wir  alle  Curven  der 
Büschel  uns  vorstellen,  welche  eine  veränderliche  Curve  A'oi  des  Bü- 
schels (A^o^i)  ^^^  einer  veränderlichen  A'iT  des  Büschels  {K^K^  oder 
jede  dieser  veränderlichen  Curven  mit  einer  veränderlichen  K^  des 
Büschels  {K^K^  bestimmt.     Daraus  aber  folgt: 

Je  zwei  Büschel  des  Netzes  haben  eine  Curve  gemein. 

Man  leitet  aus  diesem  Satze  leicht  einige  Haupteigenschaften  des 
Netzes  ab,  so: 

a^  Alle  Curven  des  Netzes,  welche  durch  einen^Punkt 
gehen,  bilden  ein  Büschel. 

b)  Schneiden  Curven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  eine 
beliebige  Curve  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch 
die  einzelnen  Gruppen  von  Schnittpunkten  und  einen 
beliebigen  Punkt  andere  Curven  dritter  Ordnung,  so 
bilden  auch  diese  ein  Büschel. 

Haben  alle  Curven  eines  Büschels  sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes 
A"^  gemeinsam,  so  liegen  die  anderen  drei  Grundpunkte  auf  einer  Ge- 
raden g.  Legt  man  durch  die  ersten  sechs  Grundpunkte  eine  beliebige 
Curve  dritter  Ordnung,  so  constituirt  sie  mit  dem  Büschel  ein  Netz.  Sie 
schneidet  jede  Curve  des  Büschels  in  drei  Punkten  einer  Geraden.  Jede 
derselben  bildet  mit  K^  eine  Curve  des  Netzes.  Die  eine  von  ihnen,  /, 
schneidet  g  in  P;  alle  durch  P  gehenden  Curven  des  Netzes  bilden  ein 
Büschel.  Zwei  dieser  Curven  sind  {K'^g)  und  (Ä'*/),  also  bestehen  alle 
übrigen  auch  aus  K^  und  einer  Geraden.  Hiermit  ist  der  Satz  21) 
von  Neuem  abgeleitet. 

iTbenso  folgt: 

c)  Haben  die  Curven  eines  Büschels  dritter  Ordnung  drei 
Grundpunkte  A^A^A^  auf  einer  Geraden  und  legt  man 
durch  sie  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung,  so  wird 
sie  von  jeder  Curve  des  Büschels  in  sechs  Punkten  eines 
Kegelschnittes  getroffen.  Alle  diese  Kegelschnitte 
bilden   ein  Büschel,   zu   welchem  auch  der  Kegelschnitt 
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(Iq^Ii^)  den  Kegelschnitt  if^  in  denselben  Schnittpunkts- 

grnppen.' 
Die  Cnrven  üq^  nnd  Xq^  schneiden  sich  noch  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  Qq  und  ebenso  »j^  und  Xj^  in  drei  Punkten  einer  Geraden  g^. 
Es  bilden  also  Xq^,  Ao^  {^^9o)  ein  Büschel  und  Xj^  Xj^^  {^^9i)  ^in  anderes 
Büschel.  Ordnen  wir  Xq*  und  x^^  Xq^  und  A^^,  (ä^^q)  und  (^^^i)  einander 
zu,  80  sind  die  Büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  und  erzeugen 
ausser  Ä'^  eine  Curve  vierter  Ordnung  Ä'*.  Diese  Curve  kann  nach  dem 
obigen  Satze  auch  durch  die  Büschel  (xq^Xj^.,.)  und  (Xq^Xj^...)  erzeugt 
werden,  so  dass  sich  also  homologe  Curven  dieser  Büschel  in  je  sechs 
Punkten  von  A^*  schneiden. 

b)  Legt  man  durch  zwei  Grundpunkte  eines  Büschels  drit- 
ter Ordnung  einen  Kegelschnitt  und  durch  je  vier 
Punkte,  in  denen  er  von  einer  Curve  des  Büschels  ge- 
schnitten wird,  und  durch  irgend  einen  festen  Punkt 
Kegelschnitte,  so  bilden  diese  ein  Büschel. 

c)  Ist  eine  Curve  if^  fünfter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (xo'x^^...)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel zweiter  Ordnung  (Xq^Xj^,.,)  erzeugt  und  man  legt 
durch  die  Schnittpunkte  von 

und   drei   beliebige  Punkte  von  A'*  Curven  dritter  Ord- 
nung, ^0  treffen  sie  sich  noch  in  sechs  Punkten  von  JüC^. 

d)  Ist  eine  Curve  K^  vierter  Ordnung  durch  ein  Büschel 
dritter  Ordnung  (xq^x^^...)  und  ein  projectivisches  Bü- 
schel   erster    Ordnung    (A^A^...)    erzeugt    und    man    legt 

'     durch  die  Schnittpunkte  von 

und  sechs  beliebige  Punkte  von  K^  Curven  dritter  Ord- 
nung,  so   treffen    sie  sich    noch  in  drei  Punkten  von  A*. 

29.  Ilaben  zwei  projectivische  Büschel  dritter  Ordnung 
drei  Punkte  Ay  A^A^  einer  Geraden  g  gemein  und  ent- 
sprechen sich  diejenigen  Curven,  welche  g  als  einen 
Bestandtheil  haben,  so  treffen  sich  alle  Kegelschnitte, 
auf  denen  sich  je  zwei  homologe  Curven  in  sechs  Punk- 
ten schneiden,  in  denselben  vier  Punkten. 

Die  projectivischen  Büschel  %^^%^..,  und  X^X^...  haben  ausser 
A^A^A^  noch  die  Grundpuukte  A^,,.A^  und  B^..,B^^  von  denen  die 
ersten  auf  einem  Kegelschnitte  x^  die  anderen  auf  einem  Kegelschnitte 
i}  liegen.  Dann  sind  {yi^g)  und  (X^g)  entsprechende  Curven.  Die  Curve 
%^  wird  von  allen  Curven  des  Büschels  {X^,..)  in  je  sechs  Punkten  ge- 
mämitte'*  -^^^t»  auf  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  alle  diese  Kegel- 
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{Ji,.,^^Xr)\Bi,,,B^\  und  S{Bi.,   B^) 

iu  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Es  seien  B\  und  B\  die  neunten  Grundpunkte  der  Büschel  dritter 
Ordnung  {A^. ..  A^B^B'^  und  {A^.,.  A^B^  B'^),  Man  ordne  die  durch 
^2^i^4  gehenden  Curven  des  ersten  Büschels  den  Strahlen  SB^^  SB^^ 
SBJ^  zu  und  construire  diejenige  Curve  des  Büschels  dritter  Ordnung, 
welche  dem  Strahl  5^^  entspricht;  dann  ist 

(A^,,.  A^B^B'i)  \B^B^B^B^\  aS{Bj^B^B^B^)^ 
ebenso  _ 

{A^, . .  A^  B^  Z>  2)  j  B^  B^  B^  B^\  A  S{B^  B^  B^  B^) , 

also  auch 

{A^ , , ,  A^  B^  B  ^)\B^ . , .  B^\  A  {^i .,.  A^  B2  B'2)  \Bi . . .  B^\. 

Diese  Büschel  erzeugen  eine  Curve  A"^  sechster  Ordnung,  welche 
^/, . .   A^  zu  Doppelpunkten  hat. 

Legt  man  durch  A^.,.A^  und  die  Schnittpunkte  zweier  homologen 
Curven  irgend  eine  Curve  dritter  Ordnung,  so  schneidet  sie  A'^  in  einem 
Punktpaare  XY,  so  dass 

{A^,..  A^XY)  \B^...B^\Ä  S{B^ . . .  B^). 

Es  kann  auf  K^  nur  ein  Punktpaar  X^Vq  geben,  so  dass 

{A,.,.A,X^Y,)\B,...B^\ÄS{B,,.,Bj,), 

wenn  B^  ein  ausserhalb  K^  liegender  Punkt  ist;   denn  gäbe  es  uoch  ein 
Punktpaar  A\  Fj ,  für  welches 

{A^  ...  A^ X^Y^)\B^,,.  B^\  aS{B^...  B^) , 

so  würden  die  projectivischen  Büschel 

(/^j . . .  A^Xq  Vq)  und  (^j  ..,  A^X^  Y^) 

die  f(^  erzeugen,  auf  welcher  dann  auch  B^  liegen  müsste. 

Um  das  Pnnktpaar  -Iq  F^  zu  erhalten ,  bestimme  man  eine  Curve  K^^ 
durch  die  projectivischen  Büschel 

{A^,..A,B,B\)\B,B2B^B^\  und  {A,.. .  A,B2B'2)\B,B2B^B^\. 

Die  beiden  Curven  haben  gemeinsam  die  sieben  Doppelpunkte  A^^^.A^ 
und  die  Punkte  B^B\  B^B'^B^B'^^  wenn  B'^  der  neunte  Schnittpunkt  der 
durch  Bq  gehenden  Curven  dritter  Ordnung  ist.  Die  beiden  letzten 
Schnittpunkte  sind  die  verlangten  Punkte  X^  F^. 

II.  Gegeben  sind  die  13  Punkte  A^. ,,  A^B^,.,  B^S,  Man  soll  drei 
Punkte  XYZ  finden,  so  dass  die  projectivischen  Büschel  dritter 
und  erster  Ordnung 

{A^.,.AqXYZ)\B^...B^\  und  S{B^..,B^) 

in   projectivischer  Beziehung  sind. 
Nach  der  vorigen  Aufgabe  bestimmen  wir  Punkte  B'iB'\  und  B^^^'t^ 

{A^...  AqB^  B\  B*\)  j  B^B^B^  B^  Bq\  a  S^B^  B^B^  ^s^e)» 
(J^ ...  ^ßB^ß'2B''^\B^B^Bt^Bj^B^\AS\^B^B^B^B^B^ 
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32.  Alle  Curven  vierter  Ordnung,  welche  vermittelst  zweier 
projectivischeu  Büschel  dritter  und  erster  Ordnung 
durch  13  Punkte  gelegt  werden  können,  schneiden  sich 
noch  in  drei  Punkten. 

Wenn  man  erwägt,  dass  man  durch  zwei  projectivische  Büschel 
dritter  und  erster  Ordnung  Curven  vierter  Ordnung  herstellen  kann,  die 
in  eine  Curve  .dritter  Ordnung  und  eine  solche  erster  Ordnung  oder  in 
zwei  Curven  zweiter  Ordnung  zerfallen,  von  denen  jede  wieder  aus  zwei 
Geraden  bestehen  kann ,  so  folgt : 

33.  d)  Schneiden   sich  zwei  Curven  vierter  Ordnung  in  vier 

Punkten  einer  Geraden,  so  liegen  die  übrigen  Schnitt- 
punkte auf  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
h)  Schneiden  sich  zwei  Curven  vierter  Ordnung  in  acht 
Punkten  eines  Kegelschnittes,    so  liegen  die  übrigen 
Schnittpunkte  auch  auf  einem  Kegelschnitte. 
Es   sei  K^  eine  Curve  vierter  Ordnung,   welche  durch  zwei  projec- 
tivische  Büschel   dritter   und   erster   Ordnung   erzeugt  ist;    ferner  seien 
ABCD  vier  beliebige  Punkte  von  K^, 

Die  Geraden  AB  und  CD  treffen  Ä'*  noch  in  EF  und  GH-,  die  Ge- 
raden EG  und  FH  treffen  K^  noch  in  A^l\  und  C^D^,  I-'egt  man  dann 
durch  A^B^C^Di  einen  Kegelschnitt  Aq*»  welcher  Ä'*  noch  in  ÜqXqYqZ^ 
schneidet,  so  liegen  nach  32  die  acht  Punkte  ABCD  ÜqXq  TqZq  auf  einem 
Kegelschnitt  Xq*.  Durchläuft  Xq^  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  (Jj  B^C^  Z>j), 
so  durchläuft  Xq'  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  {ABCD).     Also: 

34.  Eine  Curve  AT*  vierter  Ordnung,  welche  durch  zwei  pro- 
jectivische Büschel  dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt 
ist,  kann  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  projecti- 
vische Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden.  Die  Grund- 
punkte des  einen  und  ein  Grundpunkt  des  andern  sind 
beliebig. 

In  der  Abhandlung  „Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vier- 
ten Grades'*  hat  Kor  tum  gezeigt,  wie  sich  vermittelst  zweier  projecti- 
vischeu Büschel  zweiter  Ordnung  durch  1 4  Punkte  A^..,  A^^  eine  Curve 
vierter  Ordnung  legen  lässt.  Nehmen  wir  A^. ..  A^  zu  Grundpunkten  des 
einen  Büschels  und  A^  als  einen  Grundpunkt  des  zweiten,  so  giebt  es 
nur  drei  Punkte  XFZ  von  der  Beschaffenheit,  dass 

{A^,..A^)\A^..,  A^^\  7\(A^Ä'  yZ)\^f....  A^^\. 
Da  nach  dem  vorigen  Satze  diese  drei  Punkte  JCYZ  auch  auf  der  Curve 
AT*    liegen    müssen,    welche    vermittelst    zweier    projectivischeu    Büschel 
dritter  und  erster  Ordnung  erzeugt  ist,  so  folgt  unmittelbar: 

35.  o)  Die   Curve   Ä'*,    welche  vermittelst   zweier   projectivi- 

schen   Büschel   dritter   und    erster  Ordnung  durch    14 
^   gelegt    werden    kann,    ist    identisch    mit    der 
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g  in  einer  kubischen  Involution,  welcbe  mit  den  Involutionen,  die  dnrcb 
die  ersten  Büscbel  auf  g  ausgeschnitten  werden,  in  projectiviscber  Be- 
ziehung steht  und  mit  ihnen  dieselben  Doppelpunkte  ^i«**^^  bat.  Sie 
muss  mit  einer  der  Involutionen  zusammenfallen ,  die-  durch  eines  der 
Büschel  {J  J  A  BCX\V'^^  ...  auf  ^  gebildet  werden.  Denn  schneidet 
die  durch  P^  gehende  Curve  des  Büschels  {jd^ABCX'\Y"^  g  noch  in 
öi/?i,  so  muss  es  unter  den  unendlich  vielen  Curven  der  Büschel 
{JJ  A  B  CX\  F'g) ,  . . . ,  welche  durch  P^  gehen ,  eine  geben ,  die  durch  Qi 
geht.'  Sie  gehöre  dem  Büschel  {JJ A BCX'^y*^^  an.  Da  sich  also  in 
sieben  Punkten  P^,,,  P^Q^  von  g  homologe  Curven  der  projecti viseben 
Büschel,  {;JdABCX'\Y'\)  und  {JJABCX\y\)  treffen,  so  treffen  sieb 
je  zwei  homologe  Curven  in  je  drei  Punkten  von  gf,  d.  h,  je  zwei  solche 
Curven  fallen  zusammen  und  alle  Funkte 

y  F'  JT'  F' 

liegen  auf  C^.  —  Daher  bilden  alle  Curven  vierter  Ordnung  K^K^,,.^ 
welche  durch  (z/)  und  die  Büschel  {J/i ABCX\Y\),  {/iJABCX\r\), 
(dJ ABCX\y^)j  ...  erzeugt  werden,  ein  Büschel;  sie  schneiden  g  in 
den  Gruppen  A^BqCqDq^  ...,  in  denen  diese  Gerade  von  den  Curven 
Xo*Xj*Kj*...  geschnitten  wird.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  ein  Bü- 
schel von  Curven  Lq^L^^L^,..  vierter  Ordnung  herstellen,  dessen  Curven 
J  zum  dreifachen  Punkte,  ABC  als  Grundpunkte  haben  und  g  in  den- 
selben Gruppen  schneiden,  in  denen  diese  Gerade  von  X^l^^l^"*  S^* 
schnitten  wird. 

Vermittelst    einer   Stein  er' sehen   Verwandtschaft    mit  den   Haupt- 
punkten ABJ  verwandeln  wir  erstens 

A'o^A'i^Ä^Ä*---  «öd  L^^L.^L^^..,  in  K^^K.^K^^,,.  und  Zo^VZ^»..., 
Curven   dritter  Ordnung  zweier  Büschel,    die  J  zum  gemeinsamen  Dop- 
pelpunkt haben,   aber   nicht   durch  A  und  B   gehen,    und   zweitens  g  in 
einen  Kegelschnitt  y*,  welcher  durch  z/  geht  und  von  den  Curven 

V^i^^2^-  •  und  L^n^n^^... 

in  den  Punktquadrupeln 

9lo®o6o®o»  2Ii©i6iS)i,  agSgEg^g,  ... 
und 

2ioa9«(Joi)ü.  9ii®,6i'Ci,  rgSB'^e;®;,  ... 

geschnitten  wird.     Nach  2Sh)  müssen 

9i2932623>2, ...  mit  r.r^e'gSD'g, ... 

zusammenfallen  und  daher  schneiden  sich  die  Curven  der  Büschel 

X/\    "t     "9     .  •  •      UUU     "(\    "1     "^    •  •  • 

paarweise  in  je  vier  Punkten  von  gy  d.  h.: 

Wird  eine  Gerade^  von  den  Curven  eines  Büschels  vier- 
ter  Ordnung  geschnitten   und   man   legt  durch   die   Schnitt- 
pnakte  zweier  dieser  Curven   mit  g  zwei  andere  Curven  Iq^ 
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schels   in  einer  Geraden  geschnitten.     Alle  diese  Ge- 
raden  schneiden    sich   in   einem   Punkte,   welcher   auf 
der  Geraden  liegt,  auf  welcher  die  übrigen  vier  Grund- 
punkte des  Büschel»  liegen. 
Wenti   ferner  die  Curven   des  Netzes   vierter  Ordnung  acht  Punkte 
eines   Kegelschnittes  C^  gemein   haben ,    so   giebt  es   im  Netz   unendlich 
viele  Curven,  welche  aus  C^  und  einem  Kegelschnitt  bestehen.     Schnei- 
den  sich  zwei   dieser  Kegelschnitte   in  P,   so   gehen  wegen  b)  unendlich 
viel^  derselben  durch   P  und  bilden  ein  Büschel.     Hieraus  folgt: 

h")  Haben  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
acht  Grundpunkte  eines  Kegelschnittes  C^  gemein 
und  man  legt  durch  diese  eine  beliebige  Curve  vier- 
ter Ordnung,  so  wird  sie  von  jbder  Curve  des  Bü- 
schels in  acht  Punkten  eines  Kegelschnittes  getrof- 
fen.  Alle  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel,  zu 
welchem  auch  der  Kegelschnitt  gehört,  auf  welchem 
die  anderen  acht  Grundpunkte  liegen. 
In  gleicher  Weise  folgt: 

h'")  Haben    die    Curven    eines    Büschels    vierter   Ordnung 
vier   Grundpunkte    auf   einer   Geraden    und   man    legt 
durch   diese   irgend    eine    Curve   vierter   Ordnung,    so 
wird  sie  von  jeder  Curve  des  Büschels  in  zwölf  Punk- 
ten   einer   Curve   dritter   Ordnung  geschnitten.      Alle 
diese  Curven  dritter  Ordnung  bilden  ein  Büschel,  zu 
welchem  auch  diejenige  Curve  gehört,  auf  weicher  die 
zwölf  übrigen  Grundpunkte  liegen. 
39.  Sind  (Xq*Xj^...)  und  (Aq^Aj"*..  .)  projectivische  Büschel  vier- 
ter   Ordnung,    so    bestimmen    die   Schnittpunkte    homo- 
loger Elemente   neue  Büschel  vierter   Ordnung  von   der 
Eigenschaft,  dass  sich  ihre  Curven  unendlich  oft  so  zu 
neuen    Büscheln    ordnen,    dass   in  jedem   derselben    aus 
jedem  der  ersten  Büschel  eine  Curve  vorkommt. 
Beweis  wie  in  28.. 
P^nlgerungen.     (Vergl.  28 nf^  etc.) 

(t)  Sljhneiden  die  Curven  eines  Büschels  vierter  Ordnung 
eine  Curve  dritter  Ordnung  und  man  legt  durch  die 
Schnittpunktsgruppen  und  zwei  feste  Punkte  andere 
Curven  dritter  Ordnung,  so  bilden  diese  ein  Büschel. 
h)  Schneiden  sich  je  zwei  homologe  Curven  zweier  pro- 
jectivischen  Büschel  vierter  Ordnung  in  zwölf  Punk- 
ten derselben  Curve  dritter  Ordnung,  so  treffen  sich 
die  Geraden,  auf*denen  sie  sich  ausserdem  schneiden, 
In  ei  Dem  Punkt  6. 
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Dor  letzte  Satz  läset  sieb  aucb  auf  folgende  Art  beweisen.  Es  sei 
AT*  durcb  die  projectiviscben  Büscbel  («o*'*/^*  ••)  ^^^  '^{9o9i92'")  ^^' 
zeugt.  Die  Grundpnnkte  des  erstercn  seien  ^|...  ^i^;  je  zwei  bomologe 
Curven  scbneiden  sieb  in  B^CqDqEq,  B^C^D^R^^  B^C^D^E^^  ....  Dureb 
A^.,,  A^  ist  eine  Curve  A^  dritter  Ordnung  bestimmt;  es  sei  C^  ein 
Schnittpunkt  dieser  Curve  mit  Ä^.  Dann  legen  wir  dureb  B^CqD^Eq^ 
resp.  B^C^D^E^  und  die  zebn  Punkte  A^,,.AqCx  zwei  Curven  A^*  und 
A,^  vierter  Ordnung.  Diese  bestimmen  ein  Büscbel,  von  welcbem  eine 
Curve  il*jc  durcb  B^  gebt.  Da  X^  und  %^^  sowie  l^  und  Xj*  sieb  in  je 
vier  Punkten  einer  Geraden  scbneiden,  so  liegen  ibre  übrigen  Schnittpunkte 
auf  A^.  Deshalb  müssen  nach  39  o^  sieh  auch  X^s  und  x^^  und  überhaupt 
die  Curven  der  Büscbel  (x^...)  und  (it^...)  paarweise  auf  A^  scbneiden. 
Dadurch  aber  sind  diese  Büschel  projeetivisch  so  auf  einander  bezogen, 
dass  sie  eine  Curve  fünfter  Ordnung  erzeugen.  Die  Schnittpunkte  homo- 
loger Curven  liegen  auf  Geraden,  die  ein  zu  beiden  Curvenbüslbeln 
projectivisebes  Strablenbüscbel  bilden  (vergl.  39^^),  in  welcbem  den 
Strahlen  g^^g^Qx  die  Curven  Xq*Xj*x*,  und  ilt,^A/A*x  entsprechen.  Daher 
müssen  sich  irgend  zwei  entsprechende  Curven  x'^n.  und  X^m  auf  dem 
Strahle  ^«,  schneiden ,  welcher  der  Curve  x"*«  in  der  ursprünglichen  Pro- 
jectivitÄt  der  Büscbel  (x*...)  und  (5)  entspricht,  d.  h.  die  Curve  A^^  kann 
auch  durcb  die  projectiviscben  Büscbel  (A*..)  und  {S)  erzeugt  werden. 
Von  den  Grundpunkten  des  ersten  ist  Cr  beliebig  auf  K^  gewählt  Auf 
dieselbe  Art  kann  man  noch  ^4^ . . .  ^^  durch  nenn  beliebige  Punkte  von 
Ä'*  ersetzen. 
43.  Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  von  K^  und  legt  man  durch 
die  Schnittpunktsgruppen  der  Strahlen  von  (.V)  mit  K^ 
und  durcb  zehn  feste  Punkte  von  K^  Curven  vierter 
Ordnung,  so  treffen  sich  dieselben  noch  in  vier  Punk- 
ten von  A'^ 

Beweis  wie  in  26. 

Mit    Hilfe   dieses   Satzes   i^id   einer   Stein  er 'sehen  Verwandtscbaft- 
iHsst  sich  der  Satz  35  ^^  (die  Umkehrung  von   1)  beweisen. 

Die  projectiviscben  Kegelschnittbüschel 

yABCD^\K^^...\  und  {EFG ^^\l^,^.,.\ 
erzeugen  die  Cnrve  A'*,     Man  nehme  ABC  zu  Hauptpunkten  einer  Stei- 
ner'schon  Verwandtschaft,  so  entsprechen  den  Kegelschnittbüscheln  zwei 
proiectiviscbe  Büschel  erster  und  vierter  Ordnung 

5^(A.....^  und  (.^/?*C^(yg®^V^!/o*'.!» 
welche  eine  Curve  ft*  mit  den  drei  Doppelpunkten  ABC  erzeugen.  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  S  von  St^  lege  man  eine  Gerade  und  durcb  deren 
vier  Schnittpunkte  mit  fi^  und  einen  festen  Punkt  3S  eine  Curve  9}  vxet- 
ter  (>nlnung,  welche  ABC  zu  Doppelpunkten  bat  und  jene  noch  in  9tQjt 
iriO^-     IHbd  iMsst  sieh  tf*  durch  die  projectiviscben  Büschel 
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Beide  Büschel  erzeugen  eine  Curve  achter  Ordnung,  auf  welcher 
.V^ ...  ^5  liegen  müssen.  Die  durch  B^  gehenden  Curven  schneiden  sich 
in  vier  Punkten  /^lOiÄi^n  welche  mit  Ä^...X^A^.,,  A^^  in  einer  Curve 
vierter  Ordnung  liegen  müssen,  und  die  durch  ^2  gehenden  Curven 
schneiden  sich  in  /2^8^8'^8>  ^^^  gleichfalls  mit  X^,,.X^Ai  ,,.,A^^  auf 
einer  Curve  vierter  Ordnung  liegen  müssen.  In  gleicher  Weise  findet 
man  zwei  Büschel  vierter  Ordnung 

^  (^1 . . .  i^„  Bj  /3'i  ß'\  ß"\  ß>"\)  { B,  Bj  Bg  B4  B5  B7 1 

A  ( ^1  •  •  "^u  ^2 ^ a /^'« ß^'i ß'"\) ' ^1  ^2 ^3 ^4 ^5 ^7 1 • 
Diese  erzeugen  auch  eine  Curve  iT^^  auf  welcher  Ä^,,,Ä^  liegen  müssen. 
Die  durch  B^^  resp.  ^2  gehenden  Curven  mögen  sich  schneiden  in 
^\0\f^iS\i  resp.  P\0\lf2^i>  dann  müssen  diese  Punkte  auf  solchen 
Curven  vierter  Ordnu^  liegen,  welche  durch  X^.,,  JC^A^,,,  A^^  gehen. 
Daher  findet  man  die  gesuchten  Punkte  X^,,,X^  als  Schnittpunkte  zweier 
Curven  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte 

Ai...A^iP^Q^R^S^P\(/^R\S\  und  A^...  A^^P^Q^R^S^P^Q^B^^S^^ 

bestimmt  sind. 

Man  vergl.  über  diese  Auflösung:  „Kortum,  Aufgaben  dritten  und 
vierten  Grades". 

c)  Aufgabe.  Gegeben  sind  die  Punkte  ^i  .,.  A^^^B^ ...  B^S'  man 
soll  sechs  Punkte  X^,..  X^  finden ,  so  dass  die  Büschel  vierter 
und  erster  Ordnung 

(A^ . . .  A^Q X^ .  • .  X^  t  Bj  • . .  Bg )  und  S{Jß^ , . .  B^) 

in  projectivischer  Beziehung  sich  befinden. 
Mittelst  der  vorigen  Aufgabe  findet  man 

(^1  • . •  '^10^1  B\  . . .  B/'^^)  I   Bg    . . .  B7  Bg)  7\  5(  Bg    . . .  B7 Bg) , 
(i^j  . . .  A^Q ^h ^, , ,  Bj^^)  t B| B3  ...  B^ Bg)  ^  ^(Bj ßß  . .  •  By Bg). 

Man  suche  in  beiden  Büscheln  die  den  Strahlen  SB^^  resp.  SB^  ent- 
sprechenden Curven  und  erhält  dadurch  zwei  dem  Büschel  S(Bi...Bg) 
und  daher  sich  selbst  projectivische  Büschel  vierter  Ordnung,  welche  eine 
Curve  h^  mit  den  Doppelpunkten  A^,,,A^q  erzeugen,  auf  der  X^.,.Xq 
liegen.  —  Legt  man  durch  die  Schnittpunkte  zweier  homolögen  Curven 
und  durch  A^,..A^q  irgend  eine  Curve  vierter  Ordnung,  so  bestimmen 
ihre  Schnittpunkte  mit  A"®  und  die  Punkte  A^,,.A^^  die  Grundpunkte 
eines  zum  Büschel  {S)  projecti vischen  Büschels  vierter  Ordnung,  welches 
mit  diesem  eine  Curve  fünfter  Ordnung  durch  die  19  Punkte 

erseugt.     Die  auf  diese  Art  erhaltenen    Curven    fünfter  Ord- 
nung,  welche  durch   dieselben   19  Punkte  gehen,   schneiden 
jP*   in   denselben  Punkten.     Oder:    Durch  die  Schnittpunkte 
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(iij  , ,,  J^X^ ,,.  JTjj) [B^  ...  ßji }  f\  (»^1 . . .  S^  {  B|  . . .  jB||  )  • 
£^^  Aufgabe.     Gegeben   sind   die  Punkte  A^A^A^B^,,,  B^^S^.,,S^\ 
man  soll  die  sechs  Punkte  X^,.,  X^,^  so  bestimmen ,  dass 
{A^A^A^X^  ...  A'ß){5^  ...  5^3)  f\  (5j  ...  ^Jl^i  ...  ^ig}. 
Man  löst  die  letzten  fünf  Aufgaben  wie  die  vorhergehenden. 

47.  Die  durch  projectivische  Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  er- 
zeugten Curven  fünfter  Ordnung  können  zerfallen  in  eine  Curve 
erster  und  vierter  Ordnung  oder  zweiter  und  dritter  Ordnung. 

Ist  K^  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  welche  durch  zwei  projecti- 
vische Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt  ist,  so  lege  man  durch 
vier  beliebige  Punkte  AßCD  zwei  Kegelschnitte  jc*  und  A^  welche  A^ 
noch  in  A^^ ...  A^  und  B^ ...  Bq  schneiden.  Durch  A^ ...  Aq  und  drei  Punkte 
C^C^C^  von  X^  lege  man  eine  Curve  i^  dritter  Ordnung  und  betrachte 
(}?l?)  auch  als  eine  Curve  fünfter  Ordnung,  so  lassen  sich  durch  die 
Schnittpunkte  von  K^  und  (J?l^)  nach  dem  Satze  in  AAc)  unendlich  viele 
Curven  fünfter  Ordnung  legen.  Die  eine  derselben  besteht  aus  if  und 
einer  Curve  y?  dritter  Ordnung,  welche  daher  A^  ausser  in  C^C\C^  noch 
in  sechs  Punkten  C^*,.Cg  schneiden  muss.  Lässt  man  Alles  fest  bis* auf 
den  Kegelschnitt  A^  so  ändert  sich,  während  dieser  das  Büschel  {AB CD) 
durchläuft,  auch  x',  welche  Curve  das  Bj^schel  (C^ . . .  Cg)  durchläuft.  Die 
Curven  der  Büschel  (A^***)  und  (x^...)  schneiden  sich  daher  stets  auf  A'^ 
und  es  folgt: 

Ist  eine  Curve  X^  fünfter  Ordnung  durch  zwei  projecti- 
vische Büschel  vierter  und  erster  Ordnung  erzeugt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  durch  zwei  Büschel  zweiter  und 
dritter  Ordnung  erzeugt  werden.  Von  den  Gruudpunkten 
sind  die  des  Büschels  zweiter  Ordnung  und  drei  des  Büschels 
dritter  Ordnung  beliebig  auf  der  Curve  zu  wählen. 

48.  Eine  Curve  K^  sei  durch  zwei  projectivische  Büschel  fünfter  und 
erster  Ordnung  erzeugt.  Dann  leiten  wir  mit  Hilfe  derselben  Me- 
thoden den  Satz  ab: 

'a)  Legt  man  durch  einen  Punkt  S  von  K^  einen  variablen 
Strahl  o:,  welcher  A'^  in  fünf  Punkten  schneidet,  und 
durch  diese  und  15  feste  Punkte  von  X^  eine  Curve  X^ 
fünfter  Ordnung,  so  durchläuft  dieselbe  die  Curven 
eines  Büschels  fünfter  Ordnung,  dessen  sämmtliche 
Grundpunkte  auf  X^  liegen. 
b)  Jeder  Kegelschnitt  X^  wird  von  X^  in  zwölf  Punkten 

geschnitten. 
Fünf   Schnittpunkte   seien    A^...A^ß.     Man   erzeuge  A'^   durch   die 
projecti vischen  Büschel  fünfter  und  erster  Ordnung  {A^,,,A^,,,)  und  (B). 
JeHc  Curve  des  ersten  schneidet  A*  in  sechs  Punkten.     Durch  diese  und 
drei    feste  Punkte  legen   wir  Curven    dritter  Ordnung >   die  ein  Büschel* 
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viele   Curven    sechster  Ordnung  legen.      Da  es   aber  durch  18  Punkte 
ebensoviele  Curven  sechster  Ordnung  giebt,  als  Curven  dritter  Ordnung 
in  einer  Ebene  (nämlich  oo^) ,  so  muss  unter  ihnen  auch  K^  vorkommen. 
i)  Die   Curve  AT®,   welche   durch   zwei' projectivische  Bü- 
schel fünfter  und  erster  oder  vierter  und  zweiter  Ord- 
nung   erzeugt    ist,    kann    auf    unzählige   Arten    durch 
zwei  projectivische  Büschel  dritter  Ordnung  erzeugt 
werden. 
Wir  nehmen  auf  K^  sieben  beliebige  feste  Punkte  Ay^ ...  A^  und  einen 
beliebigen   achten  A^  variabel  und   betrachten   A^.,,  A^  als  Basis   eine^ 
Büschels  dritter  Ordnung,  dessen  neunter  Grundpunkt  A^  sein  mag. 

Wenn  A^  die  Curve  Ä'®  durchläuft,  so  durchläuft  ^9  (vgl.  Cr  eile's 
Journal  Jahrg.  1873,  „Bemerkung  zu  der  Geiser^ sehen  Abhandlung", 
von  Milinowski)  eine  Curve  ^.  Diese  schneidet  ÜT^.  Dadurch  erhält 
man  zusammengehörige  Punkte  A^  und  A^  und  also  auf  K^  die  Basis 
eines  Büschels  dritter  Ordnung. 

Durch  A^,,,  Aq  legen  wir  zwei  Curven  if^  und  ifj'  dritter  Ordnung, 
welche  K^  noch  in  Bi,..Bq  und  C^,..Cq  schneiden.  Dann  lassen  sich 
wegen  e)  und  g)  durch  die  27  Punkte  A^ ...  A^B^ ...  B^C^  •••  C^  unendlich 
viele  Curven  sechster  Ordnung  legen,  die  K^  wegen  h)  noch  in  neun 
Punkten  JC^^,..  Ä'^  schneiden ,  welche  sowohl  mit  B^ ,. .  ß^  auf  einer  Ä*, 
als  mit  C^,..Cq  auf  einer  Curve  C^  liegen.  Daraus  folgt,  dass  Ä^.^.Xq 
Grundpunkte  eines  Büschels  dritter  Ordnung  sind.  Jede  durch  Ä\...X^ 
gelegte  Curve  dritter  Ordnung  mnss  K^  noch  in  solchen  neun  Punkten 
Z^,.  ,Z^  schneiden,  welche  mit  A^  •••  ^g  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung 
liegen. 

Daher  kann  A'^  durch  die  Büschel  dritter  Ordnung  {A^.,.A^  und 
(A^j . . .  A'g)  erzeugt  werden. 

Von    den  Grundpunkten   sind  A^ ,,,  A^  und  einer  der  neun 
Punkte  Ä  beliebig. 
49.  Wenn  wir  die  angewendeten  Methoden  weiter  benutzen,  so  gelangen 
wir  zu  analogen  Sätzen  über  Curven  höherer  Ordnungen  und  kön- 
nen schliesslich  folgende  ganz  allgemeinen  Sätze  aufstellen: 
a)  Wenn   eine  Curve  C"  w*®*"  Ordnung  durch  zwei  projec- 
tivische Büschel  erster  und  (n  — l)**"^  Ordnung  erzeugt 
ist  und  man  legt  durch  eilten  beliebigen  Punkt .);'  von 
C"  einen  variablen  Strahl  o;,  welcher  6"  in  n  —  1  Punk- 
ten  schneidet,   durch   diese   und  ^ —    feste  Punkte 

von  C"  Curven  (w  —  l)^^*^  Ordnung,   so  bilden  diese  ein 
Büschel,  dessen  Grundpunkte  auf  ä^  liegen. 
' h)  Diese  Curve  A'^  kann  auch  auf  unzählige  Arten  durch 
zwei    projectivische    Büschel    zweiter    und    («  —  2)**' 
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Ist  orf  derjenige  Strahl  des  Büschels  (A) ,  welcher  durch  den  Doppel- 
punkt geht,   so  muss  die  ihm  entsprechende  Curve  a^a  ihn  im  Doppel- 
punfy^   berühren   und   daher  geht  auch   die   conische  Polare  a*d  von  ^ 
nach  a^d  durch  den  Doppelpunkt  hindurch.     Da  sich  also  aa  und  a^a  im 
Doppelpunkte  schneiden,  so  ist  dieser  ein  Punkt  von  A^, 
52.  Besteht  (7^  aus  einer  Curve  C^  dritter  Ordnung  und  einer 
Geraden  g^  so   zerfallt   die  erste  Polare  eines  Punktes 
A  von  g  in  diese  Gerade  und  einen  Kegelschnitt. 
Die   Curven   a^...   haben   in    diesem   Falle   drei   ihrer  Grundpunkte 
auf   g   und  die   übrigen   sechs,    die  auf  einem   Kegelschnitt^ft^  liegen 
müssen,  auf  C^,  und  dem  Strahl  g  von  (^)  entspricht  im  Büschel  (o^...) 
die  Curve  (Ä^  g).     Weiter  ist  die  conische  Polare  von  A  nach  (Ä^  g)  ein 
Geradenpaar  (g\g).     Da  dieses  im  Kegelschnittbüschel  (o^...)  dem  Strahl 
g  von  {A)  entspricht,  so  ist  g  ein  Theil  der  ersten  Polare  von  A, 
'53.  Besteht   C*    aus    vier   Geraden    gig^Q^OA^    so    zerfällt  die 
erste  Polare  j4^  eines  Punktes  A  von  g^  in  g^  und  einen 
Kegelschnitt  91^ 
Das  Büschel   (o^...)  zerfällt  in   diesem  Falle  in  ein  Strahlenbüschel 
(B),   dessen  Scheitel  auch   auf  ^|  liegen  mag  und  jeder  beliebige  Punkt 
dieser  Geraden  sein   kann,    und   in    zwei   feste  Gerade  ^3   und   ^4.     Es 
sind  die  Strahlenbüschel  ^(a...)  und  J3 (/?...)  in  projectivischer  Beziehung 
und  perspectivischer  Lage ,  weil  sie  g^  erzeugen.    Jeder  Strahl  ß  bestimmt 
™^^  OsQa  ®^Q®  dreiseitige  Curve  und  die  conischen  Polaren  a^  von  A  nach 
diesen   sämmtlichen   dreiseitigen  Curven  bilden  ein  Büschel,   von  dessen 
Grundpunkten  zwei,  M  und  iV,  auf  ^J^  liegen.     Zieht  man  von  A  nach 
(^3^4),  welchen  Punkt  wir  J  nennen  wollen,  die  Gerade  a  und  ist  ^3^4 
durch  aa    harmonisch  getrennt,  so  berühren  alle  a^  die  Gerade  a    in  2I. 
Dem  Strahl  AB  von  {A)  entspricht  im  Büschel  (a^*..)  das  Geradenpaar 
(AB^a)^    so   dass   also  A'^  in  AB  und  einen  Kegelschnitt  91^  zerfallen 
muss,  welcher  durch  die  drei  Schnittpunkte  von  g^Q^Qi  geht. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  g^  gehe  durch  A^^  so  dass  also  die  drei  Ecken 
des  Dreiseits  g^^g^g^  in  z/34  vereinigt  sind,  so  müssen  alle  Schnittpunkte 
von  S;^  mit  ^2^3 ^4  ^^  ^  liegen  und  dies  ist  nur  möglich,  wenn  91^  in  ein 
Geradenpaar  zerfallt,  dessen  Scheitel  in  ^34  liegt.     In  diesem  Falle  ent- 
spricht nämlich  dem  Strahl  AA  von  {A)  das  Geradenpaar  AM  und  A N^ 
so  dass  ^  in  ^^34  einen  Doppelpunkt  hat  und  also  ein  Geradenpaar  wird. 
Wenn  wir  endlich  noch  annehmen,  dass  auch  g^  durch  A  geht,  so  folgt: 
54.  Besteht  C^  aus  vier  sich  in  einem  Punkte  schneidenden 
Geraden   gig^S^Oit   so    zerfällt   die   erste  Polare  A^  eines 
Punktes   A    einer    derselben    in   diese   und   zwei   andere 
Geraden,  die  sich  in  A  schneiden. 
Wenn  eine  Curve  C*  einen  dreifachen  Punkt  A^  hat,  so  kann  man 
^db  äiOBelhe  erxengf  denken  durch  ein  Strahlenbüschel  A{a,.,)  und  ein 


244  Zur  syntliotischcn  Behandlung  otc.     Von  Mn 


P^  nach  PJ^  odor,  was  dasselbe  ist,  auf  der  Polaro 
conischen  Polare  /^*,q  nach  P^^  Hegen.     Die  coni 
der  coniechen  Polare  /^„j  von  P^  nach  P^  zu 
der  Polare   von  P,   nach  /'-^j.      Diese   fHllt 
nach  P^ii<t   d.  h.  nach  der  conischen  Polar« 
bischen  Polare  P^  zusammen,  in  die  gonv 
/*,   nach  P^  und    daher   liegt  P^  auf  •!• 
auf  /^jj  selbst,  und  hieraus  folgt: 
r>2.  Liegt   ein  Punkt  /\   auf  «1 

andern  Pq  nach  seiner  V 

auf   der    conischen    Pr> 

ku bischen  Polare  /'j''. 
Man   nennt  die  conisclu* 
kubischen  Polare  Pq^  die  cir 

Liegt  ein   Punkt    /',     • 
muss  /'q  auf  der  coniscli-  . 


ini 


(iiMii'ion  zu    Leitlinien 


Diese  Carve   fällt  abor 
zusammen  und  da  nh 
muss  es  auf  7^,'  sel^ 
63.  Liegt  ein  ^ 
Pq,  so  liet: 
umgek  (  ' 
Denn  li«-;. 
/*oi    od<M*  y   . 
durch   P, 
gehen. 

gor  r 
der  • 
Fol- 

i 


man   durch  Elimination    von 


-xCl  +  «)  =  0; 

r    ier  Geraden   /i   orgiebt   sich   ganz 
a*jc  in  die  Form 

.-••  die  Doppelebenon  dor  Involution 
-  r".iolio  zusaniraenhÄngt.  **     Die  r-Axe 

f»         _  P         tt     ^        ^       ' 

:  .'  [^    und  2  =  —  "ö-   r<*ollc  Gerado   der 

«-t:;*j   liegen   auch    ihre   Cuspidalpunkte. 

•  '•  V  porbo lisch en  Paraboloid  go- 

•  %  *n  Paaren  gerader  Linien  vocr; 
Viukto  des  Paraboloids  von   boi 


I  »  r  c  5 


j:  1  e i c h w c i t  o n t f o r n t  »inr 
\ .:  0 II  p  a  a  r  0  bildet  eine  R  e  g  o  ** 
.  dortMi  Erzeugenden  auf  d 
Je  zwei  Geraden  e i n - 
u  ludor  in  Bezug  auf  das  P 


<  5^: 


•-^  IUI.  2,  S.  316. 


XL 

lieber  das  gleichseitige  hyperbolische  Faraboloid  und 
ein  ans  ihm  abgeleitetes  Strahlsystem. 

Von 

Dr.  Arthur  Schoenflies 

in  Berlin. 


§  1. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Raumes,  welche  von  zwei  windschiefen 
jferaden  gleichweit  entfernt  sind ,  ist  bekanntlich  ein  gleichseitiges  hyper- 
mlisches  Paraboloid.     Sind  nämlich 

'  z  +  a  =  0,     y  +  ax=0 

die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Geraden  g  und  /<,  so  ist 

« 
T  1  +  a^^ 

die  Gleichung  des  betrachteten  Ortes.     Setzt  man  noch 

■2)  oc  =  (y'+x)y^,     y  =  {y-x')y^,     z'^z' 

und 

0)  a =p, 

a 

•0  ▼erwandelt  sich  die  Gleichung  des  Paraboloids,  wenn  wir  die  Striche 
M  den  neuen  Coordinaten  wieder  weglassen ,  in 

4)  x^-y^^2pz.  • 

l)ie  Gleichungen   der  beiden  Geraden   g  und  /i  sind  in  dem  neuen 

^»dinttensystem 

5)  z-ii  =  0,     y(l-«)~a:(l  +  cy)  =  0, 

«  +  ö  =  0,     y(l+ff)-a:(l-a)  =  0. 

™*  «eigen  unmittelbar,  dass  die  Polarebene  eines  jeden  beliebigen  Punk- 
^  ^  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  das  Paraboloid  durch  die  Gerade  h 
^4«rchgebt     Daraus  folgt: 

CMäib0mmilk  o.Pbjtik,  XXUI,  4.  \% 
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Die  Geraden  g  und  h  sind  Polarlinien  von  einander  in  Bezng  auf 
das  Paraboloid. 

Die  Aufgabe,  zu  einem  gegebenen  gleichseitigen  Paraboloid  die  Ge- 
raden g  und  h  zu  finden,  lässt  unendlich  viele  Lösungen  zu.  Zwischen 
den  gesuchten  Grössen  a  und  er  besteht  nämlich  nur  die  Gleichung  3), 
daher  existiren  unendlich  viele  Geradenpaare  der  betrachteten  Art.  Da 
diese  Gleichung  in  a  vom  ersten,  in  er  vom  zweiten  Grade  ist,  so  folgt, 
dass  durch  jeden  Punkt  der  z-Axe  zwei  Strahlen  ^,  resp.  h  laufen, 
welche  sämmtlich  die  unendlich  ferne  Gerade  der  xy-£bene  schneideOi 
in  einem  Punkte,  welcher  durch  a  bestimmt  ist.  Demnach  zeigt  die 
Gleichung  3),  dass  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  resp.  h  mit  der 
z-Axe  eine  einfache  Punktreihe  bilden,  während  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  unendlich  fernen  Geraden  eine  Involution  von  Punkten  erzeugen. 
Der  Ort  dieser  Geraden  ist  daher,  wie  Cremona  gezeigt  hat,*  eine 
Kegelfläche  dritter  Ordnung,  welche  jene  beiden  Geraden  zu  Leitlinien 
und  die  2-Axe  zur  Doppelgeraden  hat. 

Die  Gleichung  dieser  Fläche  findet  man  durch  Elimination  von  a 
aus  den  Gleichungen 

^  =  TSr«'     y(l-«)-a:(l  +  «)  =  0; 
man  erhält  ^"T"* 

6)  2z{x^  +  y^)  +  p{x^^y^)  =  0 

als   den  Ort   der  Geraden   g\   als  Ort   der  Geraden  h  ergiebt  sich  ganz 

dieselbe  Fläche. 

Bringen  wir  die  letzte  Gleichung  in  die  Form 

(22+;?)a:«+(2z-p)y«  =  0, 

so   finden   wir,    dass   o:  =  0   und  ^  =  0  die  Doppelebenen  der  Involution 
von  Ebenen  sind,  welche  mit  der  Fläche  zusammenhängt.'^'^     Die  z-Axe 

ist   nur  zwischen   den    Punkten    -  =  «-   nnd  2  =  —  -^   reelle  Gerade  der 

Fläche.      In    diesen    beiden    Punkten   liegen   auch    ihre   Cuspidalpunkte. 
Demnach  ergiebt  sich: 

Zu  jedem  gleichseitigen  hyperbolische^  Paraboloid  ge- 
hört eine  unendliche  Menge  von  Paaren  gerader  Linien  von 
der  Eigenschaft,  dass  alle  Punkte  des  Paraboloids  von  bei- 
den Geradei^  eines  jeden  Paares  gleichweit  entfernt  sind. 
Die  Gcsammtheit  dieser  Geradenpaare  bildet  eine  Regel- 
fläche /?3  vom  dritten  Grade,  deren  Erzeugenden  auf  der 
Doppelgeraden  senkrecht  stehen.  Je  zwei  Geraden  eines 
Paares  sind  Polarlinien  von  einander  in  Bezug  auf  das  Pa- 
raboloid. 


*  Aiii  dd  B.  Igtü.  Lanib.  Bd.  2,  S.  291. 
^  SsJmoD,  Analjt  Geometrie  den  Raumes  Bd.  2,  8.  316. 
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§2. 

Wir  betrachten  irgend  eine  beliebige  Gerade  g  der  Fläche  R^  und 
eine  der  beiden  Geradenschaaren  des  Paraboloids.  Auf  jeder  dieser  Ge- 
raden giebt  es  einen  Pankt,  welcher  von  g  den  kürzesten  Abstand  hat, 
und  dazu  einen  Strahl,  welcher  diesen  Punkt  mit  dem  entsprechenden 
Punkte  von  g  verbindet,  der  also  die  kürzeste  Entfernung  beider  Geraden 
enthält.  Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bildet  eine  Curve  und  die  Ge- 
sammtheit  jener  Strahlen  eine  geradlinige  Fläche. 

Um  diese  Gebilde  zu  untersuchen,  stellen  wir  das  gleichseitige  Para- 
boloid  dar  durch  die  Gleichungen 

^.  w  +  y  u  —  v  UV 

Dann  giebt  u  =  consi.  das  eine  System  der  geraden  Linien  und  v  =  consL 
das  andere.     Die  Gleichungen  einer  Geraden  u  sind 

w_      p 

2)  y~J  =  -|;'"i'     Ä,»=«i«  +  2p«, 

u 

R,  »'     . 
und  die  der  Geraden  g 

1-a 

3)  y        =^r,     ft*-2(l  +  ««). 

Bezeichnen  wir  nun  durch  d  die  Entfernung  des  Punktes  r  =  0  der 
Geraden  g  vom  Punkte  r^  =  0  der  Geraden  u ,  durch  r\  resp.  r\  die 
Abscissen  derjenigen  Punkte  beider  Geraden,  welche  den  kürzesten  Ab- 
stand von  einander  haben,  so  gelten  folgende  Gleichungen:* 

r'=      — — — :  { cos (u d)  cos (u g)  —  cos {gd)\y 


4)  sin^{ug) 

f  d 


*  Äiw*(f/<7) 


{ cos  ig  d)  cos  (m  g)  —  cos  (w  rf) } , 


und  zwar  ist  in  dem  hier  betrachteten  Falle,  wie  sich  ohne  Mühe  ergiebt, 
mit  Rücksicht  auf  Gleichung  3) ,  §  1 , 

R  Ä* 


*  Hesse,  Analji  C 


^^% 
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»^^N^^^^^>^^^^^^^^^%^^»^^^^^^>^^>^^^^^^^^^^^^^^^^^^^rfMMMMMM^P^»^^Wi»»^MMMMM»0^ 


Cr 


und   da  die  Gerade   s  dnrcb  den  Punkt  r^  =  0  auf  n^  hindurchgeht «   fio 
sind  ihre  Gleichungen 

Eliminiren  wir  aus  ihnen  u  und  s^  so  erhalten  wir  die  von  den 
Strahlen  s  gebildete  Fläche,  deren  Erzeugungslinien  also  zugleich  auf  g 
und  je  einer  Geraden  u  senkrecht  stehen.     Es  ergiebt  sich  zunächst 

und  hieraus 

9)  (.T~y)p  +  *[(l-«)a:  +  (l+a)y]  =  0, 

d,  h,  die  Fläche  ist  wieder  ein  Paraboloid.     Also  folgt: 


dco5(^rf)  =  —    -^,     dcos{ud)^  —  y 
wo 

5)  V  =  ««+2j^ 

gesetzt  ist.     Daher  wird 

7)  /,-0. 

Die  letzte  Gleichung  lehrt,  dass  r\  von  a  und  a  ganz  u 
ist,  d.  h.  der  Werth  von  /,  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  g  darch  eine  \ 
andere  Gerade  der  Fläche  7^3  ersetzen.  Auf  jeder  Geraden  u  fallen  also  , 
die  Punkte ,  welche  von  den  einzelnen  Geraden  der  Regelfläche  den  kür- 
zesten Abstand  haben,  in  einen  einzigen  zusammen.     Seine  Gleichnngea 

ergeben  sich  in  der  Form 

u  u 

Die  Gesammtheit  dieser  Punkte  bildet  eine  gerade  Linie,  nämlich  die 
Gerade  v  =  0.  Analoge  Resultate  gelten  für  die  Geraden  r=fo>t#/.  Dem* 
gemäss  ergiebt  sich: 

Auf  jeder  Geraden  des  Paraboloids  giebt  es  einen  be- 
stimmten Punkt,  welcher  zugleich  von  allen  Geraden  der 
Fläche  Bq  die  kürzeste  Entfernung  hat.  Die  Gesammtheit 
dieser  Punkte  bildet  .für  jede  Regel^chaar  des  Paraboloids 
eine  gerade  Linie,  nämlich  für  die  Geraden  u  die  Gerade 
t;  =  0,  und  für  die  Geraden  v  die  Gerade  ti=0. 

Seien  nun  a^,  /3|,  y^  die  Richtungscosinus  des  Strahles  5,  der  die 
Punkte  kürzesten  Abstand  es  auf  g  und  einer  Geraden  u  mit  einander 
verbindet,  so  ist 
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durchgehen ;  diese  Anzahl  ist  identisch  mit  der  Ansah!  der  Werthepaare 
u,  t7,  welche  sich  aus  den  Gleichungen  2)  ergeben,  wenn  wir  in  ihnen 
^9  ^t  z  durch  a:^ ,  y^^  z^  ersetzen.  Wir  erhalten  für  u  und  «  die  Oleich- 
ungen 

d.  h.  es  gehört  im  Allgemeinen  zu  jedem  Werthepaare  x^  y^  z^  auch  nur 
ein  Werthepaar  u,  f,  also  geht  auch  nur  ein  Strahl  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  des  Raumes.  Das  Strahlsystem  ist  daher  von  der  ersten  Ord- 
nung.    Nur  in  dem  Falle,  dass  zugleich 

4)  ^1  =  0  und  iTj— yj  =  0 

ist,  wenn  also  der  Punkt  x^y^z^  auf  der  durch  diese  Gleichungen  dar- 
gestellten Geraden  liegt,  kann  eine  Ausnahme  eintreten.  Die  Unter- 
suchung dieses  Falles  kann  einfach  in  folgender  Weise  geführt  werden. 
Das  Strahlsystem  E  wird  gebildet  von  der  Gesammtheit  der  im  vorigen 
Paragraphen,  Gleichungen  8)  und  9)  erwähnten  Paraboloide.  Suchen 
wir  nun  diejenige  Gerade  s  eines  dieser  Paraboloide,  welche  durch  einen 
bestimmten  Punkt  der  Geraden  4)  hindurchgeht,  so  haben  wir  in  den 
Gleichungen  8),  §  2,  nur  u  als  constant  zu  betrachten;  dann  stellen  sie 
den  verlangten  Strahl  8  dar.  Eliminiren  wir  nun  aus  ihnen  a  und  s^  so 
erhalten  wir  den  geometrischen  Ort  aller  Strahlen  von  Z^  welche  durch 
den  Punkt  x^y^z^  hindurchgehen.     Die  sich  ergebende  Gleichung  ist 

5)  (a:-y)p-fw2  =  0, 

also  gehen  durch  jeden  Punkt  der  Geraden  4)  unendlich  viele  Strahlen 
des  Strahlsystems,  welche  eine  Ebene  bilden.  In  ihr  liegt  auch  die  Ge- 
rade 4)  selber. 

Die  Classe  des  Systems,  d.  h.  die  Anzahl  der  Strahlen,  welche  in 
einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  liegen,  wird  gefunden,  indem  wir 
x,  y,  z  in  die  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

«i^*  +  /^i»  +  yi2  — ^1  =  0 

einsetzen  und  die  Bedingung  aufstellen,  dass  die  linke  Seite  für  jeden 
Werth  von  s^  d.  h.  identisch  verschwindet.  Dies  giebt  für  u  und  v  die 
Gleichungen 

d.  h.  im  Allgemeinen  liegt  in  jeder  Ebene  des  Raumes  nur  ein  Strahl, 
das  Strahlsystera  ist  also  von  der  ersten  Classe.  Eine  Ausnahme  kann 
nur  dann  eintreten,  wenn  zugleich 

7)  «,  +  /Ji  =  0,     d,  =  0 

oder 

8;  «,=0,  ft  =  o 
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rade  hindurchgeht,  enthält  unendlich  viele  Strahlen,  welche 
sich  in  einem  Punkte  derselben  schneiden. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Strahlsystem  £  mit  demjenigen  identisch  ist, 
welches  Plücker  a.  a.  O.  §  68  behandelt. 

Man  kann  auch  umgekehrt  aus  dem  Strahlsystem  £  das  gleichseitige 
Paraboloid  ableiten;  jeder  Punkt  der  Geraden  xr-y^O^  z  =  0  kann 
zum  Scheitelpunkte  desselben  gewählt  werden. 

Von  den  mit  dem  Strahlsystem  verbundenen  Flächen,  welche  Herr 
Kummer  in  seiner  oben  erwähnten  Arbeit  behandelt  hat,  gestatten  auch 
die  Grenzflächen  eine  einfache  Behandlung.  In  der  quadratischen  Gleich- 
ung, von  deren  Wurzeln  sie  abhängen,  wird  nämlich  der  Coefficient  des 
mittleren  Gliedes  gleich  Null,  und  daher  gelingt  ihre  Bestimmung  ohne 
grosse  Schwierigkeit.  Sie  sind  vom  sechsten  Grade.  Sie  besitzen  eine 
vierfache  Gerade  a?  — y  =  0,  2  =  0  und  eine  Doppelgerade  2  =  0,  <s=0. 
Sie  können  als  das  Erzeugniss  zweier  projectivischen  Flächenbüschel 
betrachtet  werden ,  nämlich  einer  Involution  von  Ebenen ,  deren  Axe  die 
Gerade  a:  =  0,  z  =  0  ist,  und  eines  Büschels  von  Flächen  vierter  Ord- 
nung  mit  doppeltem  Kegelschnitt.  Dieser  doppelte  Kegelschnitt  besteht 
aus  den  beiden  Geraden  a:  — y  =  0,  z  =  0,  und  c  =  0,  i  =  0. 

Ebenso  existirt  ein  analoges  Strahlsystem  Si  erster  Ordnung  und 
erster  Classe,  gebildet  von  den  Strahlen  5^,  welche  aus  der  Regelschaar 
V  des  ursprünglichen  gleichseitigen  Paraboloids  entspringen.  Die  Gleich- 
ungen der  Geraden  s^  sind 

V  {l  +  a)v 


2 


1 


Hier  ist  zu  substituiren 

14)  (l-|-a)t;=  ofM,     {l  —  a)ü  =  av,     2p  =  q^ 

so  werden,  mit  Unterdrückung  der  Striche  bei  den  neuen  Variabeln,  die 
Gleichungen  des  Strahlsystems  Z^ 

u  —  V  ,  u 

.T  = 


15)  y  =  - 


z= 

j/u^  +  v^+q^ 

Dasselbe  besitzt  ganz   ähnliche  Eigenschaften,   wie   das  Strahlsystem  £. 
An  die  Stelle  der  Geraden  x  — y  =  0,  2  =  0  tritt  die  Gerade  x+yssQ^ 


4 

"■'  ^f<ä 

'+»' 

'+?*' 

«  — 

^^ 

V 

4 

'k^ 

'+.;« 

'+?*' 

? 
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4)  w:  —  t; :  — ^  =  A  :^  :  V,     — —  =  J 

genügen ,  was  stets  bewirkt  werden  kann.  Sie  zeigen ,  dass  die  Grössen 
Uy  —  9,  —q  den  Bichtangscosinns  proportional  sind.  Der  Proportionali- 
tätsfactor  bestimmt  sich  durch  den  Punkt  der  Geraden  ar  — y  =  0,  2  =  0, 
in  welchem  sie  von  dem  Strahl  getroffen  wird.  —  Nur  in  dem  Fidle,  dass 
A  =  f*  ist,  könnte  es  scheinen,  als  ob  die  Gleichungen  4)  nicht  befrie- 
digt werden  könnten.  In  diesem  Falle  ist  aber  die  Gerade  3)  parallel 
ziT  o:  —  ^  =  0 ,  2  «=  0 ,  d.  h.  sie  geht  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
derselben,  und  man  hat,  um  die  Gleichungen  4)  zu  erfüllen,  u  einen 
positiven,  v  einen  negativen  unendlich  grossen  Werth  zu  geben. 

Der  betrachtete  Strahlencomplex  ist  von  der  ersten  Ordnung  and 
von  der  ersten  Classe.  Denn  alle  Strahlen ,  welche  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  F  des  Raumes  gehen,  bilden  eine  Ebene,  welche  den  Punkt 
P  und  die  Gerade  a:  — y  =  0,  2  =  0  enthält.  Ferner  giebt  es  in  jeder 
Ebene  unendlich  viele  Strahlen ,  die  sämmtlich  durch  ihren  Schnittpunkt  Q 
mit  der  Geraden  a;^j^  =  0,  2  =  0  hindurchgehen.     Demnach  ergiebt  sich : 

Die  Gesammtheit  der  Strahlsysteme  27,  welche  aus  den 
Flächenschaaren  entspringen,  die  durch  Gleichung  1)  und 
2)  dargestellt  sind,  erzeugt  einen  Strahlencomplex  erster 
Ordnung  und  erster  Classe.  Er  wird  von  sämmtlichen  Strah- 
len des  Baumes  gebildet,  welche  die  Gerade  o;  — j^ssO,  2=sO 
schneiden. 

Dieser  Complex  ist  identisch  mit  demjenigen,  welchen  Plücker 
a.  a.  0.  §  45  behandelt  hat. 

Ebenso  existirt  ein  Complex,  gebildet  von  den  Strahlsystemen  £^] 
er  enthält  sämmtliche  Strahlen  des  Baumes,  welche  die  Gerade  o^+y^^O, 
z  c=  0  schneiden. 

Beide  Complex e  haben  ein  Strahlsystem  nullter  Ordnung  und  erster 
Classe  gemein,  nämlich  alle  Strahlen,  welche  zugleich  die  Gerade  o:— ys=0, 
2  =  0  und  a;-|-^=:0,  2  =  0  schneiden,  d.h.  alle  geraden  Linien  der  xy- 
Ebene.  Diese  beiden  Geraden  sind  die  Directricen  desselben.  Das 
Strahlsystem  ist  sowohl  unter  den  Systemen  27,  als  auch  unter  den  Syste- 
men 27|  ganz  enthalten ;  es  entspricht  dem  Falle  />  =  0 ,  in  welchem  das 
Paraboloid  in  zwei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  x  —  y  =  0  und  x  +  y 
=  0,  zerfällt. 
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eines  beliebigen  Punktes  des  Eegelscbnittes  von  einem  Brennpunkte  und 
der  zugebörigen  Leitlinie  steben. 

2.  Wenn  g  eine  beliebige  Tangente  des  Eegelscbnittes  und  G  deren 
Schnittpunkt  mit  t«,  so  bat  man 

in  der  Ebene     .  ,     w  ^  x  =  const. , 

sm(gu){Mg) 

/.  1      -r,^       «  sin(üg) 

auf  der  Kugel   -—: — z—r-r^TT^^^consl, 
^       sin  {g  u)  sin  (MG) 

3.  Es  sei  A  der  Berübrungspunkt  einer  beliebigen  Tangente  g^ 
G  deren  Schnittpunkt  mit  t/,  q{A)  der  (ebene  oder  sphärische)  Krüm- 
mungshalbmesser des  Kegelschnittes  im  Punkte  J.     Dann  ist 


auf  der  Kugel   ^""'Z);."       =  'onst. 


tgQ(A).sin{MGy 
sin  {A  Gy 

Ein  specieller  Fall  ergiebt  sich,  wenn  u  eine  Tangente  des  Kegel- 
schnittes ist.  Es  sei  dann  q{U)  der  Krilmmungsbalbmesser  in  ihrem 
Berührungspunkte  U.     Dann  ist 

Q{A).(UGy  ,„, 

lU^^eonsi.^,iü) 

oder  auf  der  Kugel 

tgQ(A)sin(UGf  ,^,, 

oder 

q{A)^{JG^  tgQ{A)^sin{AGy 

q{U)      (UGf  ''°''  igi,{U)      sin{UGf' 
d.  h.: 

„Die  Krümmungshalbmesser  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  ü 

eines   ebenen  Kegelschnittes   verhalten   sich   wie   die  dritten  Potenzen 
der  Abschnitte  (AG)   und  (ÜG)   der  in  A  und  ü  an  den  Kegelschnitt 
gezogenen  Tangenten" 
und: 

,,In  jedem  sphärischen  Kegelschnitte  verhalten  sich  die  trigono- 
metrischen Tangenten  der  Krümmungshalbmesser  in  zwei  beliebigen 
Punkten  A  und  ü  wie  die  dritten  Potenzen  der  Sinus  der  Abschnitte 
(^0)  und  (ÜG)  von  den  in  A  und  U  an  den  Kegelschnitt  gezogenen 
Tangenten." 

4.  Satz  3  kann  als  ein  specieller  Fall  des  folgenden  angesehen 
werden. 

^,  A^,  A^  sind  drei  beliebige  Punkte  des  Kegelschnittes  A';  ^|,  ^2«  ^s 
die  Verbindungslinien  der  drei  Punkte;  G^,  G^y  G^  die  Schnittpunkte  von 
9i^  Qu  9z  ™i^  ^\  endlich  UX  »( ^  ^ter  des  um  das  Dreieck 

A^A^A^  beschriebeoen  K' 


260  Kleinere  Mittheilungen. 


^^^.^^^■^^^^■^ 


15.  Dasjenige  Stück  einer  veränderlichen  Tangente  von  K^  welcbei 
zwischen  zwei  feste  Tangenten  desselben  Kegelschnittes  fällt,  wird  von 
V  ans  auf  u  projicirt.  Die  Projection  erscheint  dann,  von  M  ans  gesehen, 
nnter  constantem  Winkel.  (Gilt  ebenfalls  für  die  Ebene  wie  f^  die 
Kngel.) 

16.  Durch  einen  festen  Punkt  A  zieht  man  eine  veränderliche  Se- 
cante,  welche  den  Kegelschnitt  in  A^  und  A^  schneidet.  Man  verbindet 
A^  und  ^2  ™^^  ^  durch  zwei  Geraden,  welche  u  in  Qy^  und  G^  treffen. 
Endlich  sei  B  der  Schnittpunkt  von  VA  mit  u.  Es  findet  die  Gleich- 
ung statt 

^  {BMGA      {BMG^ 

'17.  Gegeben  eine  beliebige  Gerade  ^,  welche  K  nicht  schneidet 
Von  einem  beliebigen  Punkte  A  derselben  zieht  man  an  den  Kegelschnitt 
die  Tangenten  g^  und  g^»  G^  G^  und  Gj^  sind  die  Schnittpunkte  von  u 
mit  9,  g^  und  g^.     Das  Product 

^—2 '*^~2 

ist  alsdann  unabhängig  von  der  Lage  des  Punktes  A  auf  g> 

18.  Man  hat  ein  System  von  ti  Punkten  ^|,  A^^  •••  Am<,  welche  eine 
solche  Lage  zu  ü  und  u  besitzen,  dass  für  jede  beliebige  durch  ü  ge- 
zogene Gerade  /  die  Gleichung  stattfindet 

Ca  ") 

oder  anf  der  Kngel 

sm  (Ai  u) 

Wenn  nun  g  eine  veränderliche  Tangente  des  Kegelschnittes  ist, 
welche  u  in  G  trifft,  so  hat  man  die  Beziehung 


.       ^iu^lsiniguy-^^'""''- 


auf  der  Kugel  dagegen 

^rsw(Aig)l   1 =zconsl 

Lsin  (Ai  ti )  J  '  sin  (^gu)  sin  (MG) 

19.  Bei  derselben  Annahme,  wie  im  vorhergehenden  Satze,  sei  P 
ein  veränderlicher  Punkt  des  Kegelschnittes,  von  welchem  aus  man  die 
Punkte  Aj^y  A^^  -- •  An  auf  die  Gerade  u  nach  C^,  C^,...  G«  projicirt- 
Die  Summe 

(PA,y(MG,y 

{Auy^PG,? 
oder  Auf  der  Kugel    , 
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wo  p  den  am  Orte  xyz  des  Pnnktes  herrschenden  Druck,  üvw  die  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  des  Pnnktes  bedeuten. 

Fem  er  ist  jener  Stoff  eine  homogene  incompressible  Flüssigkeit.  Bs 
ergiebt  sich  dadurch  die  Bedingung 

2)  —  +  —  +  —=0   oder  Jpz=  -J;  +  ^  +  ^=.0 

'  dx     oy     dz  ox"     dy^     oz^ 

für  alle  Punkte  des  Raumes  ausserhalb  der  Atome. 

Die  Bedingung,  der  p  innerhalb  des  vom  ponderablen  Stoffe  erfüll- 
ten Raumes  zu  genügen  hat,  muss  man  auf  verschiedenem  Wege  ableiten, 
je  nachdem  man  sich  die  ponderablen  Massen  in  discreten,  verschwin- 
dend kleinen  Körpern  coucentrirt  oder  stetig  zusammenhängend  denkt. 
Bei  Zugrundelegung  der  ersteren  atomistischen  Annahme  umschliesse  man 
jedes  Atom  durch  eine  kleine  Fläche,  deren  innere  Normale  n  die  Kin- 
kel ttßy  mit  den  Coordinatenrichtungen  bilde.  Durch  das  Oberflächen- 
element ds  der  Fläche  tritt  während  der  Zeiteinheit  die  Fltissigkeitsmenge 

[(u  —  x')  cos  o  +  {o  —  y)  cos  /?-}-(«;—  z')  cosy]  ds 

ins  Innere  ein,  wenn  x'y'z'  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Atoms 
bedeuten  und  man  die  Dichtigkeit  der  homogenen  Flüssigkeit  gleich  1 
setzt.  Da  x'y'z'  für  alle  Elemente  der  umschliessenden  Fläche  constant 
und,  die  Integrationen  über  die  ganze  Fläche  erstreckt, 

I  cosa.ds  =  0^      j  cosß.ds==0^      j  cosy  .ds^={^ 

ist,  so  strömt  ins  Innere  der  Fläche  in  der  Zeiteinheit 

1  (m  cosct  +  0  cosß  +  w  cosy)  ds=—  1  -^  ds 

und  der  Rieman  naschen  Hypothese  zufolge  darf  man  setzen 

'dp 


-f 


ds  =  4nmy 
on 

mit  m  die  Masse  des  umschlossenen  Atoms  bezeichnet.    Hieraus  folgt  aber 

bekanntlich  ^ 

I  Jp,dz=:  47cm, 

wenn  diese  Integration  über  das  von  der  Fläche  umschlossene  Volum 
erstreckt  wird.  Letztere  Gleichung  bleibt  bestehen ,  wie  klein  auch  die 
Fläche  sei,  und  liefert  daher  für  den  Fall,  dass  m  in  einem  Punkte  cou- 
centrirt ist,  für  diesen  die  Bedingung 

3)  Jp=inm. 

Bei  der  Annahme  stetiger  Erfüllung  des  Raumes  durch  die  pon- 
derable  Masse  findet  sich  die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  ein  mit  der  pon- 
derablen Masse  m  erfülltes  Raumelement  tritt,  ebenfalls  gleich 

(du      dv     dw\ 
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Die  ergänzen  de  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
OesellBcbaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer  späteren  Preisbewer- 
bnng  zu  machen/   Preis  700  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt,  femer 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1878  Pro* 
fessor  der  Geschichte  Dr.  Georg  Voigt)  zu  richten.  Die  Resultate  der 
l^Eüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung 
im  März-  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesellschaft 


V 
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X  =  x'+  a  ,     y^y'cos^--  z  sin ^,     2  =  y' sm9  +  z'eot{^ 

und  erhalten,  wenn  wir  die  Striche  bei  den  nenen  Coordinaten  wieder 
weglassen,  seine  Gleichung  in  der  Form 

3)  ^2^8+Ä«y*-C«2«=l 

nnd  als  Gleichnngen  der  Geraden  g  and  h 

o  _ 
wenn  die  Werthe  A*,  B*,  C*,  O  darch  folgende  Gleichungen  bestimmt  sind: 


6) 


7) 


--(^Tl--^i-((TT;l^))1' 


^2*=-  2«  i+i« 


i-«»i-i»" 

Die  oben  erwähnte  Relation  ergiebt  sich  nnmittelbar  aas  den  Gleich- 
nngen 6);  sie  lautet: 

8)  ^  =  B*-C\ 

Ferner  zeigen  die  Gleichungen  4)  und  5),  dass  von  den  beiden  6e- 
raden  g  und  A  die  eine  die  Polargerade  der  andern  in  Besng 
auf  das  Hyperboloid  ist. 

Die  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ebenen  der  Kreisschnitte  haben 

für  unsere  Fläche  die  Gleichnngen 

9)  Cy^-BzAQ^     Cy  +  ^z  =  0; 

daraus  folgt,  dass  die  Kreisschnitte  auf  je  einer  der  beiden  Asymptotei^^ 

des  Hauptschnittes  der  ^z- Ebene  senkrecht  stehen. 

Ferner  zeigen  die  Gleichungen  6),  dass  das  Verhältniss  der  Grössf^^^ 

^',  B'^^  C^  von  a,  d.  h.  von  dem  kürzesten  Abstände  der  beiden  Gerad^^^ 

g  und  h^  unabhängig  ist.    Setzt  man  nun  a  =  0,  so  verwandeln  sich  die^^ 

Geraden  in  zwei  zu  ihnen  parallele  Geraden  g'  und  h\  welche  durch  dei^ 

Mittelpunkt  des  Hyperboloids  gehen.     Dieses  selbst  aber  wird  dadnrcfci 

zu  dem  Kegel 

A^a^  +  B^y^-C^z^^Q, 

d    h.   es   geht  in   seinen  eigenen  Asjmptotenkegel  über.     Folglich  kann 
der  Asymptotenkegel  unseres  Hyperboloids  als  der  Ort  aller  Punkte  dei 
Raumes  betrachtet  werden,  deren  Entfernungen  von  den  Geraden  p' und 
//  eben  falls  das  constante  VerVältnisa  \  Walli^xi. 


/74 


— i^-lrä   — ~-ra-;L'jiii  etc. 


"<»^"^^^V".*,^\^^S*^^^^^««^W«, 


.-:r-n  F'zaetioii  a{u)  entip 
iLiriiä?  der  Formeln 


i      u 

0 

'    —  Jl 


i    A 


lai  I' 


r_    .:rir—  --51    lie  :Aii«!i  Relationen 


:a     v-r:CJr!2     ». 


**-•-• 


•    :-•*  i^.  «'  =  0, 

beliebigen  1 


-■* 


—        S^'    1 


—     .     Xr-     •« 


1  =  0. 


'.-.  *». 


- 

■ 

i.  -    * 

■^ 

m,              • 

—  ^ 

l,"          1 

■■  •- 

■-^^:-: 

•-rr 

^ 

_ 

■ 

• 

i-*TäE:^  ^-läcäaaf  i*+ 


-—    -      -        4 
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•  '/«eil«  Linien  S  =  0, 

liebt  worden,*    Au  dar  i.  a.  0-  beliuidelteii  ^'^tfagende;  diese  gehen 
drei  nene  Fnncdooen  *i{ii),  ^i^)t  ^C«)  '  ,(i  der  tc>Axe  und  liegen 

!^«  dareb  die  d;-Aze  gehen- 
V       ■'  '^  Gerade   der  FlScbe  Äg  und  k   eine  Ge- 
^^''^tomen  eine  dritte  Gerade  >,  welche  durch 
nnd  iwnr  bartahia  f^infff  »nd  «  hindurchgeht,  die  den  kttrse> 

^  ^ben.     Bewegt  eich  u  auf  dem  Hjperboloid, 
'  .       oMcbieibt  die  Gerade  t  eine  geradlinige  Fläche; 

'  ^ ''  .  jfffblen,  welche  zugleich  «uf  9  und  je  einer  Ge- 

in  welehea   ^  ^  «nkrecht  stehen.     Ebenso  beschreibt  der  Punkt 

fojg*  ber     VJ'  den  gensen  oder  theilweiaen  Durchochnitt   de« 

j«^  '^'^j'"''  geradlinigen  FtXche  ausmacht. 
10'      '[^^1^  ^bilde  za   nnteisnchen,    drOcken   wir  das  Hyperboloid 
^^U*^,  flieichungen  aus: 

••    7*     --^■-  "'-Uh'  '-fev. 

BlJiB^  n'=  eontt,  die  eine  Schür  der  geteden  Linien  liefert  and 
na  ^    jj'e  andere.     Setien  wir  nnn 
rV'**'^  e" 

"jj     /i=l-2ii.,     *j  =  »  +  (l-i-^e,     C'«-»-(l  +  »')n. 
.   jtjelitnngscnBinne  der  Geraden  u  seien  (Tj,  ^j,  }>|,  so  findet  eich 
2»       ,       1-»'  1+." 

0  "'""Js-   ft — Wh-    ''  =  — CS'' 

oiid  sw&r  ist  unter  Anwendung  der  §  1,  Gleichung  10)  eingeführten 
Beseichnungen 

Demnach  lassen  sich  die  Gleichnngen  der  Geraden  u  auch  folgcndermas- 
■en  schreiben: 

6)  A^  =  l-'-^r„     B,  =  .+  '-^r„     C»  - ,,  - '-±i\ . 

Die  Gleichungen  der  Geraden  g  seien  wieder  [§  3,  1)] 

7)  Ax+l  =  0,     y  =  ßr,     z  =  yr, 
wo  A,  ß,  y  die  Gleichung  §  3,  2)  befriedigen  mUsBen. 

Den  Strahl  s,  welcher  die  beiden  Punkte  kürzesten  Abstandes  V 
nnd  G  miteinander  verbindet,  hpstimmpn  wir  auf  folgende  Weise.  Es 
«ollcii  jetzt   r,   /-j    die  AbbCiNiieu   dieser  beiden  Punkte  bedeuten,    and  d 
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-^^»^v«^wo/ •^^xv^^* 


^ernung  des  Punktes  r  =  0   der   Geraden  g  vom  Punkte  r^  =  0 
'^en  u,  so  gelten  folgende  Gleichungen:* 


>  d 


») 


^  nun  noch 

^4-1  =  2)  1-2  =  ^ 

C'^ß      ^'        C      B       ^' 


so  ergiebt  sich 

dcos(g(f)  s=      mUy 

rfcos(«rf)  =  -^(^^  +  ^«  +  e,«  +  ^3«ii«), 
cos  (ug)  =  — ^^ —  ,     m«  (w^)  =  -^ , 

ist.      Demnach   ergeben  sich,   wenn  wir  die   gefundenen  Werthe  in  die 
Gleichungen  8)  einsetzen   und  noch  folgende  Bezeichnungen  einführen: 

die  gesuchten  Grössen  r,  r^  nach  einigen  Vereinfachungen  in  der  Form 

Sataen  wir  nun  diesen  Werth  von  r^  in  die  Gleichungen  6)  ein,  so  er- 
halten wir  die  Coordinaten  des  Punktes  ü  der  Geraden  t/,  welcher  von 
g  die  kflrxeste  Entfernung  hat;  es  ergiebt  sich,  wenn  wir  noch 

p»  =  P,     g«  =  0.     id«(p*+^«)  =  iV,     ^  =  M 

P+2Nu^+Qu^         * 

**)  ^^  P+2Nu^  +  Qu^ 

_  />^  M-^  N—  (^/—  iV+  g)  u^ 
P+2Nu*  +  Qti*'         • 

jQ^asSy  Analyl  Geometrie  des  Raumes,  2.  Aufl.,  B.  76. 
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'•^^^^. 


Betracbten  urir  nnn  u  in  diesen  Gleichungen  als  variabel ,  so  darch- 
länft  der  Punkt  U  die  Geradenschaar  u  des  Hyperboloids;  daher  stellen 
dieselben  die  im  Eingang  des  Paragraphen  erwähnte  Curve  dar.  Da  sich 
ihre  Coordinaten  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  ergeben,  so 
folgt,  dass  die  Punkte  der  Geradenschaar  t/,  welche  von  ^  den 
kürzesten  Abstand  besitzen,  eine  Curve  C^  vierter  Ordnung 
und  zweiter  Gattung  bilden.  Die  Geraden  u  repräsentiren  die- 
jenige Regelschaar  des  Hyperboloids,  welche  von  C^  nur  je  einmal  geschnit^ 
ten  wird;  dagegen  hat  jede  Gerade  v  drei  Punkte  mit  C^  gemein. 

Es  giebt  zwei  Punkte  des  Hyperboloids,  nämlich  seine  Schnittpunkte 
mit  der  a:-Axe,  durch  welche  alle  diese  Curven  (\  hindurchgehen.  Es 
sind  dies  diejenigen  beiden  Punkte,  welche  für  jede  Curve  den  Werthen 
II  =  0  und  M  =  00  entsprechen. 

Die  Coefficienten  M^  iV,  P,  ß,  welche  die  Curven  C^  bestimmen, 
hängen  ausser  von  den  Hauptaxen  des  Hyperboloids  von  A,  /?,  y,  d.  h. 
von  der  Geraden  g  der  Fläche  ^g  ab.  Diese  Curven  werden  sich  daher 
im  Allgemeinen  mit  der  Geraden  g  ändern ;  es  entsteht  jedoch  die  Frage, 
ob  vielleicht  zu  mehreren  Geraden  g  eine  und  dieselbe  Curve  C^  gehört. 

Dies  wird  für  diejenigen  Geraden  der  Fall  sein ,  welche  für  alle  Werthe 

f 

von .  u  denselben  Werth   von   •—   liefern.      Nun   ist  mit  Benutzung   der 

Bezeichnungen  14) 

ri_        M+N+Qu^ 


=  u 


ferner  gehöre  zur  Geraden  g'  der  Werth  r\  und  es  sei 

r\_       M'+  N'+  pV 

so  ist  zu  untersuchen,    ob  sich  die  Grössen  M^  iV,  P^  ö,  M\  N\  P\  Q' 
so  bestimmen  lassen,  dass  für  alle  Werthe  von  u  die  Gleichung 

RR 

9 

besteht.     Ab  Bedingungen  ergeben  sich  die  drei  Gleichungen 

(^+ iV) />'-(;»/'+ iV')  P  =  0, 

17)  Qf^-  PQ'+  2(ilfiV'-  M'N)  =  0, 

(iV -  i>r)  p' -  (^ -  iV')  (?  =  0. 

Ersetzen  wir  in  ihnen  N  und  N'  nach  14)  durch  P,  Q,  Py  Q\  so  gehen 

sie  in 

MP'-  PM'+  ^6\0P^-  PO')  =  0, 

18)  a«(Äf (/>'+  0')  -  M' {P+  Q))  +  QP'^  PQ'=0, 

MO'-Oäf'+^d^(OP^-PO')  =  0 

**-     Jetat  maltipliciren  wir  die  erste  und  dritte  derselben  mit  d^,   die 
'  -^1,  Und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 
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Für  zwei  solche  Geraden  g  nnd  g'  ergiebt  sieb  noch,  dass 

sin^jug)  _  P+^Nu^+Qü^. 

sin\ug)  r  />'+  2  Am«  +  ßV 
oder 

39)  f^  =  ,=i, 

stn^iug) 

ist,  d.  b.  die  Sinns  der  Winkel,  welcbe  irgend  eine  Gerade  des  Hyper- 
boloids mit  der  FlScbe  ^g  bildet,  besitzen  ein  constantes  VerhXltniM^ 
welches  dem  constanten  Verhältniss  der  Entfernungen  gleich  Ist. 

Wir  bemerken  schliesslich,  dass  die  für  die  Geraden  u  gefondeneii 
Gleicbnngen  in  die  entsprechenden  für  die  Geraden  v  übergehen,  wena 
man  u  in  v  verwandelt  nnd  m  mit  it,  p  mit  q  vertanscht. 


§  5.    Die  Fläche  B^  der  kürzesten  Abstftnde. 


I 

J 


Dm  die  Fläche  zn  nntersnchen ,  welche  von  den  Geraden  s  gebildot  , 
wird,  deren  Erzengangslinien  also  die  Punkte  kürzesten  Abstandes  G  umi 
0  mit  einander  verbinden,  bestimmen  wir  jeden  Strahl  s  dnrch  seine 
Bichtnngscosinns  o^,  /?2i  7%  tind  seinen  Schnittpunkt  mit  der  Geraden  g. 
Dies  ist  der  Punkt,  welcher  dem  Werthe  r  [Gleichung  13),  §  4J  entp 
spricht;  daher  sind  die  Gleichungen  des  Strahles  s 

1)  a:  +  — =  ofjÄ,     y^ßr  +  ß^s,     z^yr  +  y^s. 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  gesuchten  Flftche  durch  Eli- 
mination von  u  und  s.  Dieselbe  lässt  sich  ausführen,  ohne  dass  es  n5- 
thig  wäre,  die  Grössen  o^,  ß^y  y^  zu  berechnen.  Weil  nämlich  der  Strahl 
s  auf  u  und  g  senkrecht  steht,  so  gelten  die  beiden  Relationen 

Multipliciren  wir  daher  die  Gleichungen  1)  mit  0|,  /3j,  y^^  resp.  mit  ß^y^ 
und  addiren  sie,  so  erhalten  wir 

4)  ßy  +  yz  =  r, 

d.  h.  zwei  Gleichungen,  welche  nur  nocb^die  Grösse  ti  enthalten.  Ans 
ihnen  bilden  wir  noch  die  Gleichung 

und  machen  nunmehr  folgende  Substitution:  * 

6)  ^  +  7  =  ^'   y^Yn  +  ßt.   ^-^yi-ßv. 

alsdann  verwandeln  sich  die  beiden  Gleichungen  4)  und  5)  in 

i:-r  =  o,   <.i6+(r?v-|Jri)'J=« 
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«^VU«AA^*A«^^«-''S^'  ^^i»  »^  /'>"^^^^<"  ^#^^^  - 


Umgekehrt  hat  nach  der  Definition  des  Herrn  Schroeter  die  Gleich- 
ug  des  Hyperboloids  jedenfalls  die  Form 

ud  ei  mii88  möglich  sein,   diese  Gleichung  für  unendlich  viele  Werthe 
von  fi  und  v  in 

dbennfahren,  so  dass  beide  Seiten  der  Gleichungen  gesondert  in  einan- 
der flbergehen.     Diese  Forderung  aber  kann,  wie  sich  leicht  ergiebt,  nur 
nnter  der  Bedingung 

rt»  =  flj«=6«  =  V,     c«  =  Ti«  =  (i«  = //i» 

erfüllt  werden,  d.  h.  die  Gleichung  des  Hyperboloids  ist 

j4^  +  B*  =  k\C^+D^). 

Hiermit  ist  die  Identität  beider  Definitionen  erwiesen. 

Die  zweite  yon  Herrn  Schroeter  ebenfalls  als  charakteristisch  an- 
^Hihrte  Eigenschaft  des  Hyperboloids,  dass  es  sich  durch  zwei  projec- 
tiviscbe  Ebenenbüschel  erzeugen  lässt,  deren  entsprechende  Ebenen  senk- 
recht auf  einander  stehen,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

und  der  Relation 

^«  =  5«  -  C«. 

Solcher  Paare  Ton  Ebenenbtischeln  existiren  zwei,  nämlich 

By  —  Cz  —  l*(l  —  Ax)  =  0,     By  +  Cz (1^-f  Ax)  =  0, 

By-Cz''ii{l  +  Ax)  =  0,     fiy  +  Cz (1  -  Ax)  =  0. 

Ganz  analoge  Betrachtungen  lassen  sich  Über  das  gleichseitige  hyper- 
bolische Paraboloid  anstellen. 


aMtMkfift  £  MMih^mmUk  o.  Pb/viJk,  XXIII,  5. 


l\ 


XIII. 
V%\tVt  (lU  Btdinfttaffon  der  AggregatnutandsverAndening. 

l>0f,    Dr    W.   0.    WlTTWKR 


lu  W^U^   AtvkMj^wUU«^  ,^V*Wr  di^  Art  der  Bemguag,  weldie  wir 
WiiifM^^  U^m^¥^\*   ki^^<^  WK  4W  riri«4»^ift  Mtjgggr^bqi»  •*£  w^ckea  die 

Wl^W  iv^  «^^f  H.  IT^  aW  ^^r^M  <^«te  GUnchoLft^  T^ND:  Twiteift  Gittie  Mit 
>Kit^ilvti^   ^i^>i[4^Kt^wt  CVaMttttliNk   ;iai^^i»^6«rtt .  vn  «£»  Ait.   wie  die  A^ 

^wK^<k^»Mk  >iiltt  W^bk  vtHM#  >KUtkiKrtkh:  ^w^Ü^t«  V.>i«bi:^aii^  oufc  wk&e»  ¥er> 

^^>i>^^    )^^^K>i^^  ^iut4%ftt«    tim    mit    ihr^r    Hüte    la   xe%!eit^    iaai^   hm 

l>t»&k»U    uMK^Oi«   IhiMk.    iAt444>«Mtt^«t^   w*v«iu.     *ö    ;ti    Je«ifiei  jwtti  >Hiar 


X^hk  ^ 


.•:i  Jener   üb  3%**iiii:riii;r?a  etc. 


M  ^^^^■i^^^^*w"m-^-V 


;J».         ■     -   - 
.      '  ■    ■     ••*  _ 


-  "        I  ^'*'        *  \ 

.i-.-^ii       *lv:  ir* .    =•     ir*iäix   inin    i:«*  mittlere  Wirkung  in  der 

'*:.•■  •'^•irf    .•  •:   'V^n:e    •*  >u  i.    i  'ia«i  <p  wird  hierauf 

rv     <    :vtiv-!aii^    ior    Formelu    1      and    29)   zeigt,    dass    darch    die 
^«v-  «    ■..■i-f^**«    ^^^    '-.*:u>«!ikuii^  oiQe:>    Theilohens  auf  ein  anderes  sich  in 
.,1    '\    .>*•    ^in.iit       ii4a^    ;u  aor  ursprünglichen   Wirkung  noch  eine  wei- 
,  j,  %■. iv'io    u  iti  ^^uaä'-a;e  der  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Gleich- 

,  .«  vNNiis;*  '»iac^iii  Hiiu.  jirect.  der  dritten  Potenz  der  Entfernung 
!.•.  v»v  *»'»  •.•>•%  i'.ioiMl  :m,  iu  der  *ioh  aber  ausserdem,  wenn  ^,  y,  ... 
,.x'»*  vt .  ,,iv.!.iu>a^ij;(  Hi'idou  dürren,  noch  die  ursprüngliche,  d.  h.  die  bei 
.^ «.    *.v*t  u-..uM.*in»io    >iAic!iudoiide    Norm   gewissermassen   abspiegelt.     Für 

^,.    'A  i      i.fc.>a.>    i'.o  v.»io«^o«    '    .        ,  ...  als  verschwindend  klein  betrach- 

14     ^,   .xiv^iiosi.icn    Kovl'v.uüj:    liegt   die   Voraussetzung  zu   Grunde, 

.^«<^     ••**    ^x ;»« ■•ij;\n,'o    riu'iicl'.oit    v'u    Uohlkngelu    umgeben   sei,    über 

^,A.».'     "i'    \i  ixxx>   doi    '.ibM^vu    riieilcheu   continuirlich   ausgebreitet   ist. 

:s.«    »»v:i-4*'   ^^'^n.^'  dio*v*i    VumaIuiu*  i>:,  dass  für  «  =  2  die  Hauptglieder 

.*u.l    .    \%M**vJ»w»udoii .  ^oil  sio  deu  Factor  «  —  2  enthalten.     Es  läset 

,1   ui«»    »::oi%i«n.<*  !*olu    Uücli:  oiiwi'heu,  dass,  wenn  die  Bedingung  der 

:x  , '»  nfc«»',,»M»    \oii!»o»' »IIa;    "bor    oiuo  HoLlkugel    nicht   erfüllt  ist,    auch 

,,.,..,   wi»».,A*'n    iiK-l^t    \owchwiudeu   werden;   doch   halte   ich    es 

,.  .,,  .,{1,  ..li.,!.;.  v-.iu'  Voftioudcro  Art  der  Atomvertheilung  unter  der 
.  .,  .,  14..  ,;  ..  \«>\e^ouvlo  K!a:'i  dem  Ouadrat  der  Entfernung  um- 
,.V.'»M    ,Mvr."H'"k'   ^v'>.   »-*^^  ^'■***^*  uihoreu  Prüfung  zu  unterziehen. 

I,.  .    L.ii  I  u  ?  ot%'»»   »»*»  '   dv'ii  tioprbareu  PliUsigkeiten,  wenn  auch  bei 

u.u  ».  »   '.''»»k   \.ol!o'v*>i   »'^^'•'    **-*'»^*   Ausnahme,  uiuss  die  Gruppirung  der 

I      ..   rii.nlv  liou  Uo^iulul»  x'.io'ov  -tur  einander  senkrechter  Axen  eine 

Kiivhv  <v»»i   »^*'""   ^^^'""  du'^o»  UA'lit  der  Fall  wSire,  so  würde  auch  die 

JlluuA    u^oh    dv*u    wM^chicdoiioii  Kichtuugen  verschieden  aoa- 

Uuu     \wv»ilvu    Viuo    l^»f»i«ottbivchuttg   d-*s   Lichtes   bewirken 

iim  (i^4«V«    *^(  ^'*^^-   ^^'W^'^^^^^^^^^S  ^'^'^^  Torhanden  and 
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Gruppen  zu  bilden  sind,   weil  dem  An  wachsen  der  Zahl  der  Theildi^^^ 
in  den  grösseren  Kugeln  bereits  durch  die  Einführung  Yon  r^  Bechnun^^ 
getragen   ist.     Der  Ausdruck  unter  den  eckigen  Klammem  in  33)  ist 
jedenfalls  positiv,  denn  sonst  wäre  die  vorausgesetzte  Atomgruppinuig 
keine  solche  des  Oleichgewichts.     Setzt  man  den  Coef&cienten  von  s^  in 
33)  gleich  2^,  so  wird  analog  der  Gleichung  13) 

34)  fI  =  -2'P^ 
und  daraus 

35)  r«-v2  =  'V;a?*. 

Der  grösste  Werth  von  x,  bei  dem   F  =  0  wird,  ist 


36) 

^     V     '^ 

Wird  statt  v*  in  35)  sein  Werth  -^  gesetzt,  so  wird 
37)  dt^         ^'^ 


/.- 


In  dieser  Gleichung  ist  nun  x==cos^y  —  zu  setzen  und  es  wird  dann 


'=-i^ 


38) 


1         /l_li__ 


—  2  ^^"'"^  +  ^■'■^^■'"••"^^^^472^' 


7C 


2  ^4r»i/;' 
wenn  ^  gleich  der  Summe  der  Reihe  gesetzt  wird. 

Die  nach  dem  Radius  gerichtete  Componirende  der  Wirkung,  welche 
das  schwingende  Theilchen  seinerseits  von  den  Punkten  +  x  aus  auf  ein 
äusseres  Theilchen  ausübt,  dessen  Radius  mit  der  JT-Axe  den  Winkel  f 
macht,  ist  angegeben  durch 

^q^  «,  -  a{r±xcosy) 

^  '^'~'"  {r^±2rxcosy+x^y'^' 

Da  das  Theilchen  nun,  wie  vorausgesetzt,  abwechselnd  in  der  X-,  ¥• 
und  Z-Axe  sich  bewegt,  so  wird  die  in  der  Richtung  des  Radios  thStige 
Componirende  der  Wirkung  in  den  Fällen,  dass  das  Theilchen  sich  in 
i,y  und    +2  befindet,  ausgedrückt  durch 

(/•*  i  2  ry  cos  X  +  y*/^»  ('**  i  2  /•  2  cos  %  +  :*)''» ' 

Wird   nun  x  =  y=z  gesetzt   und  in  Reihen  entwickelt,   so  wird  nach 
Addition  sämmtlicher  sechs  Fälle 
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45) 
wobei 


^  =A-. 

»•*  =  T. 

i;t^oUi  »\nii  ^oil.  Auä^j^rdem  ^^oll  versuchsweise  r  als  der  absoluten  Teiii> 
|»\n*«ilur  ^Ivich  ^v«vl«i  werden.  Ks  ist  dieses  lur  Zeit  eine  willkürliche  An> 
UAhui^  vlouni  Kichli^keit  oder«  wenn  man  will,  Genauigkeit  der  Vergleich- 
\\\\^  d^v  Uv'«uU»te  v\>u  Kechuuu^  und  Beobachtung  überlassen  bleiben  mag. 
NVovdow  wuu  die  verschiedenen  iwischen  iwei  Moleculen  thätigen 
Kk^tlo  «uyatuuieu^'uouiuiou «  $o  hat  man  den  Luftdruck  p  und  den  Aether- 
diuok  .h\  welche  die  Molevule  einander  zu  nihem  suchen «  während  die 

M\dooulHvthÄti^koit    V»    die  durch  die  Temperaturwirkung  —3-  verst&rkt 

lnl,  \lio  Molocule  von  einander  entfernen  würde.    Für  den  Gleichgewichts- 

uoiu.      Aoitslott    »ich    I    um  Jx^    ^o   ändert   sich    r   um  Jr  und  47)  geht 

\\\\\\  \\\^\  Miuluchholt  »e(;eu  für  /\-\  t^'yf).  ...  a.  ?>  -..»'>  "i  för  ^r 
hImm    «    ^i»m't«(i  HO   wild 

iMitMi*  (Ht^U'liUMg  oiU«k)nicht  ^ennu  der  Gleichung  76^  in  meiner  Abband- 

\\\\\\\  ,,^'»*^»»**  *^i**   '^*'<  der  Uewegutt^  u.  >.  w,**.     tU  ist  nur  in  der  gegen- 

»»Uillh»'»»    Ulololuu»^   die    Ableitung    insofern    eine   allgemeinere,    als  ich 

lMi*i)|^hi>li    \W\    liojioiuoiti^eu   Kiuwitkuu^  der   Molecule  weiter  gar  Nichts 

f»MMMttH»»»«oU»   Imbo,   «U  d»**  dit^elbo  eiue  Function  der  Entfernung  seL 

^MHMtMili^ih    bdbo   \\A\  ^taU  einer  bestiiumteu  Kicutung  der  Schwingungen 

vi«lHMi«|k(<MitUt  I  daM  loUtore  in  allen  mC^Uchen  Kichtungen  vor  sich  gehen 

iiHMMHM,  \i^a«  ^oid|£«ileiu  bei  den  nicht  kr \  stall isirten  Körpern  der  Natur 

i«l)l«)(V«««^hou  \lavfie. 

Im  4U)  h  iirsuMi  itenu^«  «\v  kann  tlür  die  jeweiligen  Weithe  von  A% 

HH  ^  mll  t«lil«i|Mr«ehettdei  V.;enMU$keit  besiimmt  weiden.    Wird  ' 


■J9?  UifHiHr  £«  BedrncTxiisren  etc. 


'-m«x  sca  liso  t^T  A'kjijl  k?ckt.  Vergleicht  man  den  berechne- 
•i«o  5itf*it»ouni«:  t'^."f54'  miz  i«fnx  beobachteten  78,4  ^  so  ist  allerdings 
Mae  c*^*««e  ViüV^nn^  v«jräA3>ii>ii :  sua  kann  sich  aber  dem  Beobachtnngs- 

T.init'o    iw  '5e^cmcam^«ft  tpä  25"',  50*^  and  75^  zur  Bestimmung 
wt*r    ."^ii9<nuc«a  vi*rr9aat?c    5if  er^th  man  die  Gleichung 

'Vi>i   iit»«j  v,"^Iinoncx^  XKä  X  ;isd  Jx  differentiirt  und  -^ — =0  gesetzt, 

M  X*  -  .\iVykHXifcT2  X  -  0,0094 1 203  =  0 , 

tnu  s^imm»  Vu^tK  szc-j  a?.  i»»  x  bei  0,07370231  einen  extremen  Werth 
.M-KUK.  >««^ntttä.  sv'ä  i»33  i«c  Siecepunkt  zu  127,656^  ergiebt,  welcher 
>«>fii.tca  i*rttt  lx>v^>*:üe:t9^?K«tML*^a:  $ehoQ  bedeutend  genähert  ist. 

Ws»ruott   i:e  ^>ev*^4ftciicx7pKk   15  .  30'\  45^\  60^  und  75^  Zusammen- 
bau ^atui^t» .  $1»  ^r-J.i.*c  3U13  i:e  Gl^fkhung 

t*.vu l  A>Ox-*  -  liM^TT:M>x*  +  539195,0x^  +  2515,61  x« 
^^*'  -2SS0,396x  +  ^T  =  0. 

tlxvH  ^!t>A  4r  ittM^tnlr«   «eiia  ^r=115^366^  und  der  berechnete  Siede- 
^»uuXd  >.^;  94C^  At:»v^  dottit  beobachteten  abermals  genähert. 

K»  Ja^<V  utttt  wohl  die  Krwartung  berechtigt  sein,  dass  bei  Fort- 
»svi«u»^  av«  Wnuhtvii;^  KechuunjC  und  Beobachtung  endlich  zusammen- 
•  Vtw».  ^uv^  lÄt  aoi  V»r«vl  dor  hionEU  nöthigen  Gleichung  wohl  ein  ziem^ 
luN  So.V*.  1<N  ^aW  Att*c*ttd  ^uommeUf  in  der  Rechnung  weiter  zu 
v^x'hs'it .  HvK^  i^^  ruvviuete.  d;uiat  die  unvermeidlichen  Fehler  der  Beobach- 
vt«u^  .1.%«   Kv'Ai^^i  .^iii   b^de  sehr  rra^Hch  machen  wurden. 

lioi    '.uviuniK u^coJhi«^   der    BeobAohtungen   20^\   40^   60<*  und  75® 

A.x^   iMiS.t>>S  t *      «:K)i\ l  r'      4:04.(H>x*  +  2SS6,203  J  -  ^t  =  0. 
(^vs«v'  viN^kN^m^:!^  ^*v'^<   ^Lv'nieu  Sievlepunkt«  denn  sie  hat  keinen  grössten 

l^«k«   ,^SvMi    ^»)^ej<e^eHOtt  Volumtua  des  Alkohols  sind  das  Mittel  ans 

li,v»   Mx^O».^.  SvM»^^»e*hs*w      ^^!^v  T^"'  erhielt  Kopp  1,0S9S6,  1,08971   und 

1  ^kxyv^r       Sv«k^v»i»   ^i\   dea  bVt.  letztere  Beobachtung  sei  die  einzige  und 

V*  \\^'v>Uh*  ">»v  »S*   JtN»  ^^^*^eH  t^ov^bachtun^en  von  20 ^  40**  und  60®  com- 

^*^    tK^'*\^»*'      t^i\vV<t«^,t*      t5t>SiTt^x*  +  2S94,301j-zfT  =  0, 

\AUv^    *\u  nI*\»»^^^   bvHwhuo*  *«N'N  dev  ^evlopunkt  de*  Alkohols  zu  120,86®. 

^^\\  Vh\^^•^^    ^\^*    ^vN'Sn^x  d<i»  lwci^ut4rwen!en  von  x  eintritt,  liegt  also 

%tt^  ^^v  ^^^*s^^^v^i^^^^^^  ^HvN*cbt«a^r^bnis*e-     Ich  mnss  übrigens 

ijgd^^V^v  >Wa  ^U^  \V  akr^'^heiuliekeit  nach  die  Thermomefer- 

tf<)|4^W*t^  «i^U«  ^ii^  «Ackdem  man  sie  weiter  cMb  oder 

I  ^tmtA^     1^  ^^«^«ülWt  JkVmt  «k  m^i^VftWiHic  aot  and 


..-_•  -  -   :.t.:.:::ngen  ab- 

""-"z  :-r'r:."irf«  T:nd  Ans- 

-  -      -S-  --  -trie  diese 


^    -   -T    ..-^'-   Li:  "5^  rstehende 


■     ~  *  .--i-if    :tT  Erschei- 

""  ■■        -      *-V     -^  K'rpers, 

-  -:    :     :    -  I-    &::.ierp 

^     -    ■     ■    **  '       "^  ri    iinii 

—  :    -.-    :  ■•::    -r--   ixr^^itp 
*  -»"*■    ~"  ■  ■     TT".   !••■     :-"rr»o- 

—  -..i    ■  -•   riT.  W-rz-l. 
:  :  :    :.:"•:: r.    :  -  z-z h t 

,        •      r.  .^i '„-«- -:::;:.    .:*:  W-.rzol 

:  -  T  IT  ..: :  •r.::'-rr.r-n  .  nn-l 
-    •".  -  -rs  ■■-•!  .^en  Schmol- 

r.  ;      :>  -      ■="rrr.    tri   gleicliem 

-..    ^    .<■       ts-    •.-■:'   Kr.itornniiirrn 

ii.T.f-   c^z:    ■  ier  möglidist 

.,  .    •  y.i>?  ^k fiten,  «äbrend 

^     ^:i..-       ■•!.■•:   S.-^  sjhenräume  rin- 

^  .1 -r*   l-^T.Jt?:   „Dil-  Molecular- 

^    > .    . . .    ^  ?:•  j?  -Tiir  gestattet  sein, 

...       ..     »äKT  \.  i"i«?r   :3   eine  Flüssigkeit 
^..^•.  '.fu    i'f  H'JJ'rHume  das  Gesammt- 
.^,  ,^      ,,    i:ii'**5n«w«'^  je  iweier  einander 
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dicatorischen  Linie  führt,  kann  als  ein  Kegelschnitt  und  die  sehr 
kleine  Schnittfignr,  welche  von  der  Tangentialebene  gebildet  wird,  als 
demselben  gleichartig  betrachtet  werden.  Je  nachdem  demnach  die  indi- 
catorische  Linie  eine  Ellipse ,  Hyperbel  oder  Parabel  ist ,  wird  der  Punkt 
/als  ein  elliptischer,  hyperbolischer  oder  parabolischer  Pnnkt 
der  Fläche  ü  bezeichnet.  ^ 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  Tangentialebene  an  einem 
parabolischen  Punkte  einer  Fläche  als  eine  stationäre  Tangentialebene 
zu  betrachten  ist,  da  sie  die  Fläche  in  zwei  aufeinander  folgenden  Punk- 
ten berührt.* 

Da  die  quadratische  Polar6äche  eines  parabolischen  oder  Wende- 
punktes der  Fläche  ü  bezüglich  derselben  ein  Kegel  ist,**  so  ist  der 
geometrische  Ort  aller  parabolischen  Punkte  die  Curve,  in  der  die  Fläche 
ü  von  ihrer  Hess  ersehen  Fläche  geschnitten  wird.  Diese  Schnittcurve 
fuhrt  den  Namen:  „die  parabolische  Curve"  der  Fläche  ü. 

Die  parabolische  Curve  einer  windschiefen  Fläche  1)  entspricht  dem- 
nach den  Gleichungen 

16)  rr^a;^*  — a?jaj3*=:0,    x^x^=^{^\ 

die  Schnittcurve  dieser  Flächen  besteht  aus  der  doppelten  Leitlinie  und 
den  beiden  doppelten  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche. 

Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  k  eine  Tangenten  ebene  an 
eine  windschiefe  Fläche  1),  so  liegt  der  Berührungspunkt  derselben  zu- 
gleich auf  der  quadratischen  Polarfläche  PkQt  d.  h.  auf  der  Schnittcurye 
der  beiden  Flächen  1)  und  3).  Ist  ein  Punkt  dieser  Schnittcurve  ein 
parabolischer  Punkt  der  Fläche  1),  so  wird  die  Tangentenebene  an  die- 
sem Punkte  eine  stationäre  sein. 

Daraus  ergiebt  sich: 

Die  Schnittpunkte  der  windschiefen  Fläche,  der  Hess  ersehen  Fläche 
und  der  quadratischen  Polarfläche  Pkq  sind  die  Berührungspunkte  der 
stationären  Tangentenebenen ,  die  sich  von  k  aus  an  die  windschiefe 
Fläche  legen  lassen. 

Die  Coordinaten  der  Berührungspunkte  sind  demnach  bestimmt  durch 
die  Gleichungen 

9.  Der  Tangentenkegel.  Von  einem  Punkte  k  seien  alle  möglichen 
Tangenten  an  eine  windschiefe  Fläche  1)  gezogen.  Der  geometrische 
Ort  aller  dieser  "Tangeoten  ist  ein  der  Fläche  umschriebener  Kegel, 
detfen  Tangentenebenen  zugleich  Tangentenebenen  der  windschiefen 
Fliohe  sind.     Bekanntlich  liegen  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 


*  Salmon,  Analyt.  Geom.  d.  Raumes'S.  11. 
*fi  a.  A.  0.  8.  28. 
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oder 

19  b)  (l8^4-S4^8)'  =  0.. 

Liegt  also  der  Punkt  k  auf  der  windschiefen  Fläche  selbst, 
so  besteht  der  Tangentenkegel  ans  der  Doppelebene,  die  den 
Pnnkt  k  und  die  doppelte  Directrix  in  sich  enthält,  aus  zwei 
Ebenen,  die  mit  der  Tangenteuebene  am  Punkte  k  zusam- 
menfallen, und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung. 

Verlegt  man  den  Plinkt  k  in  die  einfache  Leitlinie  x^  =  0,  0^2  =  0 
eii^er  windschiefen  Fläche  1),  so  nehmen  die  Gleichungen  19  b)  die  Ge- 
stalt an: 

20)     (54*^1 -l8*a:,)«  =  0,    «4^3- 13^4)*  =  0,   ^1  =  0,   (r,  =  0. 

Der  Tangentenkegel  besteht  demnach  in  diesem  Falle 
aus  sechs  Ebenen,  von  denen  zwei  den  Punkt  k  und  die  dop- 
pelte  Directrix  in  sich  enthalten,  zwei  mit  der  Doppeltan- 
gentenebene am  Punkte  Ar,  eine  mit  der  Ebene  x^=zO  and 
eine  mit  der  Ebene  (Tg^O  zusammenfallen. 

Lässt  man  den  Punkt  k  in  die  Doppel^nie  einer  windschiefen  Fläche 
1)  fallen,  so  verschwitidet  die  Gleichung  18)  vollständig.  Verlegt  man 
endlich  den  Punkt  k  in  eine  singulare  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  l)f  so  besteht  der  Tangentenkegel  aus  vier  Ebenen ,  welche  paar- 
weise mit  den  Coordinatenebenen  zusammenfallen,  die  sich  in  dieser 
Erzeugenden  schneiden,  und  einem  Kegel  zweiter  Ordnung. 

10.  Dieinflezionstangenten,  welche  sich  an  eine  windschiefe  Fläche 
1)  von  einem  Punkte  ausserhalb  derselben  ziehen  lassen.  Nach  67) 
schneidet  die  Polarebene  PfC  die  quadratische  Polarfläche  P^q^  falls  der 
Punkt  f  auf  der  windschiefen  Fläche  liegt,  in  den  beiden  Inflexionstan- 
genten  der  letzteren.  Nimmt  man  auf  einer  dieser  Schnittlinien  einen 
Punkt  k  mit  den  Coordinaten  S^,  ^,  I3,  ^^  als  bekannt  an,  so  muss  der 
Berührungspunkt  der  Inflexionstangente,  die  sich  von  k  aus  an  die  wind- 
schiefe Fläche  legen  lässt,  nach  5)  sowohl  auf  der  Polarebene  Pk€^  als 
auf  der  quadratischen  Polarfläche  Pj^g  liegen.  Die  Coordinaten  de^  Be- 
rührungspunktes sind  demnach  bestimmt  durch  die  Gleichungen  1),  3) 
und  4).* 

a)  Führt  man  in  die  Gleichungen  1),  3),  4)  rr,  y,  z   für  die  Quo- 

ÜADten  — ,  ~,  —  und  I,  t/,  t  für  £-*,   ?i   !^  ein,  so  erhält  man  durch 
^1     ®i     ^1  «1     li     k 

Elimination  von  x  und  z 


4yt  Geometrie  des  BAumea  S.  \^. 
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nenn  Punkten  schneiden  und  die  synthetische  Oeometrie  hat  nicht  mehr 
nöthig,  diese  Sätze  der  analytischen  Oeometrie  zu  entlehnen.  —  Um 
jenen  Beweis  zu  führen,  werden  aber  einige  Sätze  von  den  harmoni- 
schen Mittelpunkten  gebraucht,  die  zunächst  auf  geometrischem  Wege 
abgeleitet  werden  sollen.  Dazu  reichen  einige  Eigenschaften  vom  ebenen 
Dreieck  aus. 

Zuerst  sei  der  bekannte  Satz  angeführt:  „Wenn  man  durch  einen 
Punkt  0  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  ABC  niit  den  Seiten  abc  drei 
Transversalen  OA^  OB^  OC  zieht,  zu  .ihren  Durchschnitten  aßy  mit  abc 
die  harmonischen  Gegenpunkte  cc'ß'y  in  Bezug  auf  die  Ecken  sucht,  so 
liegen  dieselben  in  einer  Geraden  g  und  umgekehrt.  Man  nennt  g  die 
gerade  Polare  von  0  und  0  den  Pol  von  g  bezüglich  der  dreiseitigen 
Curve  {abc). 

Durch  einen  Punkt  P  seien  die  Geraden  ggig^  •  •  •  gelegt;  ihre  Schnitt- 
punkte mit  den  Seiten  abc  seien  a^y\  «x/^i/i*  ^'%f^%y\t  "*«  deren 
harmonische  Gegenpunkte  bezüglich  der  Ecken  mit  aßy,^  ^ißiyi^  ^a/^t^s«  •  •  • 
bezeichnet  werden  mögen.  Da  die  Punktreihen  ao\a\  ..  .^  /^/^i/^9**m 
//, /g...  in  perspectivischer  Lage  sich  befinden,  so  müssen  die  Punkt- 
reihen ao^  «2 . . .,  ßßißi*"i  yyiYi'"  und  daher  auch  die  Strahlenbüschel 
A{aaia^.,  .\  ß{ßß^ß^...)j  C{yy^y^,,,)  in  projectivischer  Beziehung  stehen. 
Je  drei  entsprechende  Strahlen,  wie  Aa^  Bß^  Cy\  Aa^y  ^ßi^  ^/n  •*m 
schneiden  sich  stets  in  einem  Punkte  0^0^^,,  ,  dem  Pol  der  Geraden  9, 
^j,  ...,  deshalb  erzeugen  die  drei  Büschel  einen  Kegelschnitt  n,  der  durch 
ABC  geht  und  die . conische  Polare  von  P  bezüglich  der  dreiseitigen 
Curve  (abc)  heisst. 

Dem  Strahl  A C  des  Büschels  A  {a  a^  a^  , . .)  entspricht  im  Btischel 
^(y/iya**-).  ^®r  Strahl  Cr\  der  CP  von  CA  und  CB  harmonisch  trennt. 
Daher  berührt  n  in  C  den  Strahl  CF'  und  ebenso  in  A  und  B  die  Strahlen 
AA'  und  B B\  welche  AP  und  BP  von  AB  und  AC,  resp.  BA  und  BC 
harmonisch  trennen. 

Die  conische  Polare  n  von  P  enthält  also  die  Pole  00^0^...  sämmt- 
licher  durch  P  gelegten  Geraden  gg^g^-"  und  daraus  folgern  wir:  ^^lAe^ 
ein  Punkt  0  auf  der  conischen  Polare  n  eines  Punktes  P  bezüglich  der 
dreiseitigen  Curve  (n  6  c),  so  liegt  P  auf  der  geraden  Polare  g  von  0  und 
umgekehrt. 

Weiter  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  gerade  Polare  p  eines 

Punktes  /'  bezüglich  der  dreiseitigen  Curve  (abc)  zusammenfällt  mit  der 

Polare   von  P  bezüglich   seiner  conischen  Polare  n.     Die  Transversalen 

AP^  B P^  CP  mögen  die  Seiten  afrc  in  ABF  schneiden;  dann  berührt  n 

a  ABC  die  Geraden  AA',  BK,  CF\  welche  AA,  BB.CF  von  AB  und 

\  BA  nnd  ßC^  CA  und  CB  harmonisch,  trennen.     Die  Polaren  von 

DBf  CF'j  diese  schneiden  sich  in  Pol  P  von  A[ST* 
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Mittelpunkte  folgt  daraus:  Der  harmonische  Mittelpunkt  ersten  Grades 
ff  von  RST  für  R  als  Pol  ist  R  selbst;  von  den  harmonischen  Mittel- 
punkten zweiten  Grades  der  Punkte  RST  für  R  als  Pol  fällt  der 
eine  R^  mit  R  zusammen;  der  andere  R^  trennt  R  von  S  und  T  har- 
monisch. 

Diese  Sätze  genügen,  um  den  Beweis  des  obenerwähnten  Satzes  zu 
führen. 

Auf  die  von  Cremona  angegebene  Art  lassen  sich  jetzt  einige  Sätze 
von  der  Polaren  irgend  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  ableiten.  — 
Es  sei  K^  irgend  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung,  P  ein  beliebiger 
Punkt,  u  eine  variable  Gerade  durch  ihn,  welche  K^  in  <r  FZ  schneidet; 
dann  sind  die  harmonischen  Mittelpunkte  P'  des  ersten  Grades  und  P,  /^ 
des  zweiten  Grades  der  Punkte  X  YZ  für  P  als  Pol  auch  variabel.  Der 
Ort  aller  Punkte  P'  ist  eine  Gerade  p,  der  Ort  aller  Punkte  PiP^  ist  ein 
Kegelschnitt  n;  dann  heisst  p'die  gerade  Polare  und  n,  die  conische  Po- 
lare von  P  bezüglich  K^.  —  Liegt  P  auf  h%  sorauss  seine  conische 
Polare  n  je  zwei  mit  P  in  gerader  Linie  liegende  Curvenpunkte  harmo- 
nisch trennen  und  daher  K^  in  P  berühren.  Deshalb  muss  auch  die 
gerade  Polare  p  von  P^  falls  P  auf  A'^  Hegt,  diese  Curve  in  P  be- 
rühren. 

Auf  einer  Geraden  g  seien  ARCD,,,  beliebige  Punkte,  aßyö... 
ihre  conischen  Polaren  in  Bezug  auf  if^,  LMNO  die  Schnittpunkte  von« 
a  und  ßy  dann  muss  die  gerade  Polare  eines  Jeden  dieser  vier  Schnitt- 
punkte durch  A  und  B  gehen,  also  g  sein;  weiter  muss  y  durch  LMNO 
gehen,  denn  zieht  man  CM^  so  ist  C  der  harmonische  Mittelpunkt  des 
ersten  Grades  für  die  Schnittpunkte  von  CM  mit  A^^  in  Bezug  auf  M  als 
Pol ,  also  muss  M  ein  harmonischer  Mittelpunkt  des  zweiten  Grades  der- 
selben Schnittpunkte  für  C  als  Pol  sein.  Die  conischen  Polaren  aßy6.,, 
aller  Punkte  ABCD,..  einer  Geraden  g  schneiden  sich  in  denselben  vier 
Punkten  LMNOy  welche'  die  Pole  von  g  bezüglich  K^  sind. 

Sind  EFIC  irgend  drei  Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen, 
so  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Netz  von  Kegelschnitten,  welches  durch 
die  drei  conischen  Polaren  i/9>x  jener  Punkte  bezüglich  A'^  bestimmt 
wird,  alle  conischen  Polaren  der  Curve  A'^  enthält.  Sind  OOi  zwei  be- 
liebige Punkte,  so  giebt  es  im  Netze  (i^cpx)  einen  einzigen  Kegelschnitt, 
der  durch  diese  Punkte  geht.  (Vergl.  Schroeter,  Steiner 's  Vor- 
lesungen.) Um  ihn  zu  finden,  wähle  man  aus  den  beiden  Kegelschnitt- 
büscheln (17  <p)  und  (<px)  diejenigen  Kegelschnitte  fi  und  v,  welche  durch 
0  gehen,  und  wähle  ferner  im  Büschel  {(jlv)  denjenigen  Kegelschnitt  p, 
welcher  durch  0^  geht,  so  ist  dieser  der  verlangte.  —  Die  gerade  Polare 
▼on  0  bezüglich  £^^  sei  9,  dann  liegen  die  Pole  aller  conischen  Polaren 
kn  Mf^  «  durch  Q  gehen,  auf  9;   deshalb  müssen  diese  conischen 

bei  bildeo.    In  diesem  giebt  es  einen  Kegelschnitt,  der 
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büschel  {A  B.CD)  nnd  das  projectivische  Strahlenbüschel  M  erzeugt  wird, 
so  wird  auch  C^  durch  diese  beiden  Btischel  erzengt  nnd  es  folgt: 

„Sind  AB  CD  irgend  vier  Punkte  einer  Tripelcurve  C^^  so  schnei- 
det ein  variabler  Kegelschnitt  %  durch  dieselben  C^  in  zwei  variablen 
Punkten  Xy\  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  M  geht 
Das  Kegelschnittbüschel  {ABCD){%^  ...)  ist  dabei  in  projectivischer 
Beziehung  mit  dem  Strahlenbüschel  M(XY^  ...)/' 
Aus  diesem  Satze  folgt: 

„Jede  Tripelcurve   ist  durch  neun  ihrer  Punkte  im  Allgemeinen 
vollständig  und  eindeutig  bestimmt. 

Zwei  Tripelcurven  schneiden  sich  höchstens  in  neun  Pnnkten/* 
Die  Hesse' sehe  Curve  der  Tripelcurve  C^  sei  6';  da  sie  ebenfalls 
eine  Tripelcurve  ist,  so  schneidet  sie  die  erstere  in  neun  Punkten,  die 
für  dieselbe  Wendepunkte  sind.  Wir  bezeichnen  sie  mit  WW^  .,.  W^  W^. 
In  W  und  W^  denken  wir  uns  je  drei  Punkte  STÜ  und  S^T^Ü^  in  ge- 
rader Linie  vereinigt,  dann  müssen  die  drei  Schnittpunkte  S^T^Ü^  von 
55j,  TT,,  ü U\  mit  C^  in  einer  Geraden  liegen  und  da  sie  in  einen 
Punkt  zusammenfallen,  so  muss  dieser  ein  Wendepunkt  sein  nnd  daher 
geht  jede  Gerade ;  welche  zwei  Wendepunkte  verbindet,  noch  durch  einen 
dritten. 

Mit  ^  mögen  noch  in  einer  Geraden  liegen  die  Wendepunkte  ^^  W^^ 
^'s^ij  ^ö'^e»  ^i^%\  jedes  dieser  vier  Paare  wird  durch  die  Gerade 
rv^  von  W  harmonisch  getrennt,  daher  muss  die  conische  Polare  von  W 
bezüglich  6^  auch  ein  Geradenpaar  sein,  dessen  einer  Theil  ny^  ist;  der 
andere  Theil  tt)  berührt  6'  in  W  und  kann  ausser  W  mit  (5^  keinen 
Punkt  gemeinschaftlich  haben.  '  Deshalb  ist  W  ein  Wendepunkt  auch 
von  6^.     Daraus  folgt: 

„Eine  Tripelcurve  und  ihre  Hesse' sehe  Curve  schneiden  sich  in 
neun  Punkten,  die  für  beide  Curven  Wendepunkte  sind," 

Vorher   fanden   wir,   dass  alle  Schnittpunkte  einer  Curve  K^  dritter 
Ordnung  und  ihrer  Hesse' sehen  Curve  J{'  Wendepunkte  der  ersten  sind; 
wir  wollen  zunächst  zeigen ,  dass  sie  auch  Wendepunkte  der  zweiten  sind. 
Es    seien    WW^    zwei   Wendepunkte  von   AT',    es   sei   ferner  S  der 
Schnittpunkt  von  W  W^  mit  fi^     Die  conischen  Polaren  aller  Punkte  von 
WW^  bezüglich  K^  bilden  ein  Kegelschnittbüschel,  dessen  Grundpunkte 
LMNO  seien.     In   diesem  Büschel   sind   drei   Geradenpaare  vorhanden, 
die   conischen  Polaren   von    WW\S,     Wenn   tvrv   und  fü^tv\  die  Wende- 
tangenten und  harmonischen  Polaren  von  W  xxndi  W\  sind,  so  mögen  sich 
w  und  Wj  in  Z,  tv  und  iv\  in  A/,  tv  und  w^  in  iV,  tv  und  rv\  in  0  treffen. 
Da   das  Kegelschnittbüschel   {LMNO)  zu   den   Kegelschnittbüscheln  des 
Netzes   der  conischen  Polaren  von  K^  gehört,   so  sind  die  drei  Tripel- 
piinkte  desselben  drei  Punkte  von  $^  und  bilden  auf  ft^  ein  Tripel;  ihre 
^unkte  mümn   in  einer  Oeiadeu  We^^n  xnid  «ind  WW^S. 
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die  Gmndpunkte  beider  Büscbel  solcbe  Wendepunkte  sind,  die  zwei* 
mal  zu  je  dreien  in  einer  Geraden  liegen/^ 

Da  eine  Tripelcurve  erst  durcb  nenn  ibrer  Punkte  bestimmt  ist,  so 
lassen  sieb  durcb  acbt  Punkte  unzäblig  viele  Tripelcurven  legen,  und 
zwar  scbneiden  sieb  alle  nocb  in  demselben  neunten  Punkte.  Es  seien 
die  Tripelcurven  6^6i*6j*...  durcb  die  acbt  Punkte  ABCDEFGH  ge- 
legt, dann  liegen  alle  Punkte  A'  von  der  Bescbaffenbeit,  dass  das  Strahlen- 
büscbel  X{EFGH)  in  projectiviscber  Beziebung  mit  dem  Kegelscbnitt- 
büscbel  {ABCD)\EFGH\  stebt,  auf  einem  Kegelschnitte  £,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  gegenüberliegenden  Punkte  MM^^M^...  der  Punkte 
AB  CD  in  den  verscbiedenen  Curven  6*61^62*...  liegen  auf  ft;  die  Curve* 
S^  schneidet  ^  in  EEG  HM  und  nocb  in  einem  sechsten  Punkte/,  dann 
muss  dem  Strahl  MJ  der  Kegelschnitt  entsprecben,  der  durcb  die  fünf 
Punkte  ABCDJ  bestimmt  ist;  diesem  müssen  auch  die  Strablen  M^^J^ 
M^J,  .,,  entsprecben,  da  die  Büscbel  M{EFGHJ,..),  M^{EFGHJ,..\ 
M^{EFGHJ..,),  ...  und  (A BCD)\EFGHJ...\  in  projectiviscber  Be- 
ziebung stehen.  Also  scbneiden  sich  alle  Tripelcurven  (P  S^^  ^^ . . . 
noch  in  /. 

K^  sei  wieder  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung;  6^  ihre  Hesse'sche 
Curve,  6^^  wieder  deren  Hesse'scbe  Curven,  so  schneiden  sich  diese 
drei  Curven  in  ihren  neun  gemein scbaftlicben  Wendepunkten  fVW\.„\V^W^. 
Durcb  die  acbt  Punkte  fFfV^^  •  •  •  ^6  ^^  denken  wir  uns  alle  Tripelcur- 
ven Ss^@s^**.S^  gelegt,  so  müssen  diese  alle  nocb  durcb  1V^  geben  und 
baben  sämmtücb  dieselben  neun  Wendepunkte.  —  Mit  W  mögen  in  gerader 
Linie  liegen  ^^  W^,  W^  W^,  W^  W^,  W^  W^^.  Wir  wählen  h\  W^  W^  lf\  zu 
Grundpunkten  eines  Kegelscbnittbüscbels  und  erzeugen  durcb  dieses  und 
durcb  ihre  projectiviscbcn  3trablenbüscbel  in  ^  alle  Curven  /i^^6^6i*...6J^. 
In  allen  diesen  projectiviscbcn  Büscheln  entsprecben  den  Geradenpaaren 
(fFj  n\,  W^  W^  und  {W^  n\,  W^  W^),  deren  Gerade  durcb  (ff^,  W^)  und 
(1^71  ^^s)  geben,  die  Geraden  WW^Wq  und  WW^W^.  Dem  Geraden- 
paar  (Wj  Wj,  W^W^  entsprecben  die  Wendetangenten  w'lütüi  •••  to^  in 
W.  Wäblen  wir  die  Geraden  iDlDj  ...  lü^p,  so  erbalten  wir  alle  Curven 
durcb  die  neun  Wendepunkte;  da  m  unter  den  Geraden  ir  ...  n?^  enthal- 
ten sein  muss,  so  gehört  K^  zur  Reibe  der  Tripelcurven  6*Ei^...6j^. 
Demnach  gelten  alle  für  eine  Tripelcurve  bewiesenen  Sätze  für  jede  be- 
liebige Curve  K^  dritter  Ordnung.     Aus  Allem  folgt: 

„Jede  Curve  K^  dritter  Ordnung  kann  als  Tripelcurve  angesehen 
werden  und  man  kann  sie  daher  auch  durcb  ein  Kegelscbnittbüschel 
und  ein  projectiviscbes  Strablenbüscbcl  erzeugen.  Sie  ist  durch  neun 
Punkte  im  Allgemeinen  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  und  wird  von 
einer  andern  Curve  K^  dritter  Ordnung  in  neun  Punkten  geschnitten.** 

Weissenbnrg  i.  E.  Milinowski. 


t^>>  A>k^^^.^rf>^>V^^  ^*  *  ^-^.^^^M 
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Parabeln.     Aendert  Fich  p  in  der  Gleichung 

a;'  — py  =  0  oder  —  =p, 

80  entsteht  eine  Schaar  yon  Parabeln,  welche  den  Scheitel  und  die  Axe 
gemein,  dagegen  verschiedene  Parameter  haben.*  Für  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  ergiebt  sich 

a:y  +  Äx  — 2^y  =  0; 
der  betreffende  geometrische  Ort  ist  hiernach  eine  gleichseitige  Hyperbel, 
welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  festen  Punkt  g^h  geht,  deren 
Mittelpunkt   die  Coordinaten  2p  und  —h  besitzt  und  deren  Asymptoten 
parallel  zu  den  ursprünglichen  Coordinatenaxen  liegen. 

Der  geometrische  Ort  der  Normalenfusspunkte  hat  zur  Gleichung 

a;2  +  2y8-pa?-2Äy  =  0, 
ist  also   eine  Ellipse,   welche  durch  den  Parabelscheitel  und  den  Punkt 
p,  h   geht,   deren  Mittelpunkt  die  Coordinaten  \g^  ^h  besitzt  und  deren 

Halbaxen  , , 

/^»  +  2^^       /g«  +  2A» 

2  •  2/2 
parallel  zu  den  Coordinatenaxen  liegen.  Hieraus  folgt  beiläufig  eine 
Lösung  der  Aufgabe,  von  einem  gegebenen  Punkte  gh  Normalen  auf  eine 
gegebene  Parabel  zu  fällen ;  die  Durchschnitte  der  Parabel  mit  der  vor- 
erwähnten Ellipse  sind  nämlich  die  Fusspunkte  der  gesuchten  Normalen. 
Bei  allgemeineren  parabolischen  Curven,  welche  durch  die  Gleichung 

charakterisirt  werden,  bleibt  die  Sache  ziemlich  dieselbe;  für  die  Be- 
rührungspunkte ergiebt  sich 

(|ü  —  v)xy  +  yÄo:  —  fiz/y  =  0 
und  für  die  Fusspunkte 

vx(x  —  g)  +  ^y  (y  —  h)  =  0. 

Aehnliche  Kegelschnitte.     Betrachtet  man  in  der  Gleichung 

}?  als  veränderlichen  Parameter,  so  erhält  man  ein  System  concentrischer, 
ähnlicher  und  ähnlich  liegender  Ellipsen;  der  geometrische  Ort  der  Be- 
rührungspunkte hat  dann  zur  Gleichung 

fl»       -r      ^2       -" 

und  ist  hiernach  eine  durch  die  Punkte  0, 0  und  y,  h  gehende  ähnliche  Ellipse 
Für    den    geometrischen    Ort  der  Normalenfusspunkte   ergiebt  sieb, 
wenn  a*  — ^*  mit  e*  bezeichnet  wird, 

dieser  Gleichung  entspricht  eine  gh^chseitige  Hyperbel ,  welche  durch  ^.* 
Punkte  0,  0  nod  ^,  ä  geht ,  deren  W\lU\^xiLtkktÄCOordinaten 


f  Ü-Jinen*   Ms:T:;eiIaüs»»ii. 
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XI ^Av^  ^  iVi  .'-'-^  ^^  x*:^".  r--2.T  — a  hinaus*  wird 
l^\^  ^\v  xV^^v  *irc»:t.*:t  *•*  *:em  xweiten  in  den  vier- 
IjX  (\^^vv>«^  Sv-v^  «>fce^^*:  »ich  nun  unendlich  oft 
^   ^j)%^  \ivi«H4^t^  Wr»   ^«^Ivi   ausammen lassen,  daas 
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Was  nun  die  Entscheidung  unserer  Hauptfrage  nach  dem  Durch- 
schneiden der  beiden  Curven  5)  betrifift,  so  ist  zunächst  wichtig,  zu  be- 
merken, dass  die  beiden  vorhin  gefundenen  Richtungen  n—a  und  -^  —  a 

auf  einander  senkrecht  stehen.  Auch  wird  der  aufmerksame  Leser  ge- 
funden haben,  dass  der  Ausdruck:  „eine  Seite  des  StrahW  nur  der 
Kürze  wegen  in  dieser  Unbestimmtheit  belassen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  diesen  Zweifel  heben  und  zwar  indem  wir  die  Cur- 
ven, wie  es  schon  im  Texte  geschehen  ist,  mit  A  und  B  bezeichnen,  in 
folgender  anschaulicher  Form,  welche  ohne  nähere  Beschreibung  unzwei- 
felhaft verständlich  ist,  wenn  gesagt  wird,  dass  in  dem  Winkelraume  links 
oben  die  Curve  A  gar  nicht  und  B  in  einfachem  Zuge  vorkommt  Man 
sieht  sofort,  dass  der  ins  Unendliche  verlaufende  Zweig  von  B  in  dem 
Quadranten  rechts  unten  die  sämmtlichen  Zweige  von  A  durchsetzen  muss. 
Interessante  Fragen,  ob  im  Quadranten  rechts  oben,*  überhaupt,  ob  auf 
dem  endlichen  Zweige  von  B  Schnittpunkte  liegen ,  übergehe  ich ,  da  ja 
die  Hauptfrage  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 
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an,  so  erhalten  wir  für  <jp  =  -^ «  wie 


oben  zwei  Werthe  des  ^,  nämlich  1  und  oo;  wächst  9,  so  liegt  a+tp 
im  vierten  Quadranten,  sein  Cosinus  ist  positiv  und  für  jeden  Winkel 
existiren  zwei  Curvenpunkte ,  bis  (p  den  Werth  erreicht,  welcher  durch 
die  Gleichung  gegeben  ist 

6)  —  =^a,cos{a  +  (p)^ 

Bier  liegt  ein  Haltepunkt  der  Curve,  der  zugleich  eine  Spitze  ist.     Ein 

H«fri  symmetrisch  im  ersten  Quadranten.    Ist  derselbe  überschrit- 

'Weben  wieder  jedem  Winkel  zwei  Werthe  des  q  also  swei 
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Büschel  ^(^i^g")  ^^^  {ABCD)\x^^K^^...\  erzeugt  wird,  kann  demnach 
auch  durch  M^s^s^^*.)  und  {AßE^E)\Xi^i2^..,\  erzeugt  werden.  Unter 
den  Grundpuükten  des  letzteren  kommt  ein  beliebiger  Punkt  E^  der  Curve 
C^  vor;  zwei  der  Grundpunkte  AB  sind  schon  im  ersten  Büschel  vor- 
handen. Das  zweite  Büschel  ersetze  man  durch  ein  drittes  mit  den 
Grundpunkten  AE^P^P  und  dieses  durch  ein  viertes  mit  den  Grundpunk- 
ten E^P^O^Oi  von  denen  noch  P^  und  0^  ganz  beliebige  Punkte  von  C^ 
sind.  Daraus  aber  ergiebt  sich:  Legt  man  durch  die  Punktpaare  E^F^^ 
E^F^,  ^8^8>  ***  ^^^  ^^^^  S^°^  beliebige  Punkte  E^^P^Q^  von  C^  Kegel- 
schnitte, so  treffen  sie  sich  noch  in  einem  Punkte  Q  von  6'^ 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  S  von  C^  ziehe  man  einen  Strahl  g^^ 
der  C^  noch  in  Sj7\  schneidet,  und  lege  durch  die  vier  Punkte  E^F^S^TJ^ 
einen  Kegelschnitt  fi^^  der  C^  noch  in  HE^  trifft.  Nach  dem  Vorigen 
lässt  sich  dann  auch  durch  E^F^S^T^HE  ein  Kegelschnitt  v^^  legen. 
Wenn  (i^^  das  Büschel  {E^F^HK)  durchläuft,  so  durchläuft  v^^  das  Bü- 
schel (^E^F^HE)\  je  zwei  Kegelschnitte  dieser  Büschel  treffen  sich  noch 
in  zwei  Punkten  S^T^^  S^T^^  ...  von  C^  und  sind  dadurch  projectivisch 
einander  zugeordnet.  Da  die  Geradenpaare  {HE^E^F^)  und  {HK^E^F^) 
sich  auch  in  zwei  Punkten  von  C^  schneiden,  nämlich  in  M  und  dem 
dritten  Schnittpunkt  von  H K  mit  C^  so  entsprechen  sie  einander  in  der 
projecti  vischen 'Beziehung  und  die  Geraden  ^iT^^  S^T^y  ^s^st  •••  müssen 
sich  nach  1,  S.  427,  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  muss  auf  C^ 
liegen,  denn  diese  Curve  wird  durch  das  Strahlenbüschel  in  ihm  und 
das  Kegelschnittbüschel  {E^F^H E)  erzeugt.  Also  ist  S  der  Schnittpunkt. 
Das  vorhin  erhaltene  Resultat  wird  also  verallgemeinert:  Ist  5  ein  be- 
ll eh  igerP  unkt  von  0^  und  schneiden  die  Strahlen  durch  5di es e 
Curve  in  S^T^^  S^T^%  ^s^s»  •••»  ^®  treffen  sich  alle  Kegel- 
schnitte, welche  durch  diese  Punktpaare  und  drei  beliebige 
Punkte  von  C  gelegt  weÄen,  noch  in  einem  Punkte  von  C^, 

Für  den  Satz  12,  S.  436,  hat  Herr  Professor  Sturm  in  Münster 
mir  folgenden  Beweis  mitgetheilt. 

Durch  A  ziehe  man  zwei  unendlich  benachbarte  Strahlen,  welche  di^ 
Curve  m  BC  und  ffC  und  die  erste  Polare  A^  in  91  und  91'  treffen;  also 
laufen  die  drei  Tangenten  6,  c,  a  in  ^,  6^,  91  an  C^  und  A^  in  einen 
Punkt  9r'  zusammen;  desgleichen  die  drei  Tangenten  (7,  c,  16  in  ^,  C,  S3 
an  (fi  und  B^  in  den  Punkt  S3''  zusammen,  wenn  B^  die  erste  Polare 
von  B  und  S3  ihr  Schnittpunkt  mit  AB  ist.  Es  seien  2>,  91"',  93'''  die 
Schnittpunkte  von  a  und  6,  a  und  a,  b  und  b,  so  ißt  i^®"9l'"/^A-^ 91" ©'"/>, 
weil  beides  harmonische  Gruppen  sind,  also  gehen  AB^  91' 99"  oder  c, 
91"' 93"'  durch  denselben  Punkt,  d.  i.  C.  Die  letzte  Gerade  ist  aber  die 
gemeinsame  Polare  von  A  nach  B'^  und  von  B  nach  A^\  denn  erstens 
müssen  beide  Polaren  durch  C  gehen,  weil  C  von  B  durch  A%  und  von 
A  durch  B^  harmonisch  getrennt  ist.  Andererseits  ist  91'"  der  Schnitt- 
punkt der  Tangenten  a  und  a  an  A^  in  A  und  91,  liegt  also  auf  der  Po- 
lare von  B  nach  Jl^\  ebenso  S3'"  auf  der  Polare  von   A  nach   b^. 

Auf  S.  433  schreibe  man  in  Z.  5:  „in  o„**  statt,  „mit  Om*'  und  statt 
i,ein  gemeinschaftlicher  ../*  schreibe  man  „und  (pmOn)  conjugirte  Punkte 
ftlr  beide  Büschel  wären'^ 

Auf  8.  436  in  Satz  13,  Z.  8   schreibe  man:    „P^  und  Q^  die  ihnen 
*^«nden  Kegelschnitte''  statt  „/^'  und  0^  ihre  ersten  Polaren**. 
t40  Z.  7  von  unten  und  S.  441  Z.  16,  17  von  oben  g  statt  /. 
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Die  zweite  Polarfläche  einer  Geraden  G  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  ein  Kegel  zweiter  Ord- 
nung, dessen  Spitze  im  Durchschnittspunkte  der  drei  Ebe- 
nen Pe^  Pe^  Pe  liegt.     Diese  Fläche  wird  auch  der  Polarkegel 

k         k'      kl/ 

der  Geraden  G*  genannt. 

Von  der  Coordinatenebene  ^3  =  0  wird  der  Polarkegel  der  Geraden 
G  in  einer  Hyperbel  geschnitten ,  und  zwar  ist  dieselbe  eine  gleichseitige, 
wenn  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche  in  der  Unendlich- 
keit liegt. 

Ans  der  Gleichung  30)  lassen  sich  folgende  bemerkenswerthe  Spe- 
cialfälle ableiten. 

a)  Schneidet  die  Gerade  G  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen 
Fläche,  so  degenerirt  der  Polarkegel  in  eine  Doppelebene,  welche  die 
Doppellinie  in  sich  enthält. 

ß)  Ist  die  Gerade  G  eine  Generatrix  der  windschiefen  Fläche,  so 
schneiden  siph  alle  Ebenen  des  Systems  in  derselben. 

y)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x^  =  Oy 
so  ist  der  Polarkegel  derselben  be-      so  liegt  die  Spitze  des  Polarkegels 
züglich  der  windschiefen  Fläche  fV     bezüglich   der  windschiefen  Fläche 

t    1.    t.       i-i  1.   j        j         '       ^  in  dem  Punkte  a:i=0,  Xj  =  0, 
em   parabolischer  Cylinder,   dessen     a,»  1  >        ' 

Generatrix  der  Axe  0:^=^0^  ^8^^     0:3  =  0. 
parallel  läuft. 

6)  Befindet  sich  die  Gerade  G  in  der  Ebene  x,  =  0 ,  so  ist  der  Po- 
larkegel derselben  ein  hyperbolischer  Cylinder. 

e)  Liegt  die  Gerade  G  in  der  Ebene  Xq=0^  so  degenerirt  der  Polar- 
kegel derselben  in  eine  Doppelebene,  die  mit  s^  =  0  zusammenfällt;  liegt 
G  dagegen  in  der  Ebene  dr^  =  0 ,  so  geht  der  Polarkegel  über  in  eine 
Doppelebene,  welche  mit  der  Ebene  ^3  =  0  zusammenfällt. 

Mit  Hilfe   von  5)  lassen   sich   die  beiden  folgenden  Sätze  ableiten: 

Die  Spitze  des  Polarkegels  der  Geraden^  ist  der  Pol 
derjenigen  quadratischen  Polarfläche  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1),  welche. durch  G  hindurchgeht. 

Der  Polarkegel  der  Geraden  G  ist  der  geometrische  Ort 
aller  Pole,  deren  quadratische  Polarflächen  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)   von   der  Geraden  G  berührt  werden. 

16.  Die  gemischte  Folarfläche  zweier  Geraden  G  und  G\  Construirt 
man  zu  jedem  Punkte  einer  Geraden  G  die  quadratische  Polarfläche  be- 
züglich einer  windschiefen  Fläche  1)  und  zu  jedem  Punkte  einer  Geraden 
G'  die  Polarebene  bezüglich  jeder  jener  quadratischen  Polarflächen,  so 
wird  das  Ebenensystem  von  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  dergemisch- 


i»  /» 


^smoDA,  Theorie  d.  Oberfl.  8. 168. 
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18.  Nach  4  ist  die ,  Polarebene  eines  Punktes  k  beEÜglich  einer 
Fläche  zugleich  auch  die  Polarebene  bezüglich  der  quadratischen  Polar- 
fläche desselben  Punktes.  Bestimmt  man  also  für  jeden  Punkt  auf  der 
Ebene  E  die  quadratische  Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche 
1)  und  ausserdem  für  jeden  dieser  Punkte  die  Polärebehe  in  Bezug  auf 
die  zugehörige  quadratische  Polarfläche,  so  wird  das  Ebenensystem  von 
der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E,  eingehüllt. 

Nach  den  Erklärungen  in  15  und  17  ist  die  gemeine  Polarfläcbe 
einer  Ebene  E  auch  die  Enyeloppe  der  Polarkegel  aller  Geraden,  welche 
in  der  Ebene  E  liegen. 

Gegeben  seien  zwei  Ebenen  E  und  E\  welche  sich  in  einer  Geraden 
G  schneiden  mögen.  Bestimmt  man  den  Polarkegel  der  Geraden  G^  so 
ist  derselbe  Tangentenkegel  sowohl  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene 
E^  als  auch  der  der  Ebene  E\  und  zwar  liegt  sein  Scheitel  in  jeder 
dieser  beiden  Polarflächen. 

Eine  Ebene  E  schneidet  eine  windschiefe  Fläche  1)  im  Allgemeinen 
in  einer  Gurve  dritter  Ordnung.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  dieser 
Schnittcurve  sind  zugleich  Tangentialebenen  der  windschiefen  Fläche  an 
diesen  Punkten.  Daraus  lässt  sich  schliessen:  Die  abwickelbare 
Fläche,  welche  von  den  Tangentialebenen  längs  der  Schnitt- 
curve gebildet  wird,  ist  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene 
E  umgeschrieben. 

Ist  die  Ebene  E  Tangentialebene  der  windschiefen  Fläche  1),  so 
liegt  auch  die  durch  den  Berührungspunkt  gehende  Generatrix  derselben 
auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E, 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  sei  ein  System  von  Ebenen  E^^  E^^ 
^31  •••  g^l^gt  und  zu  jeder  derselben  die  gemeine  Polarfläche  construirt. 
Da  der  Punkt  k  auf  jeder  dieser  Ebenen  liegt,  so  muss  die  Polarebene 
desselben  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  zu  jedem  der  Systeme 
von  Ebenen  gehören,  dessen  Enveloppe  eine  jener  gemeinen  Polar- 
flächen ist. 

Gehen  demnach  die  Ebenen  E^^  E^y  £'3,  ...  alle  durch  einen 
Punkt  Ar,  so  ist  die  Polarebene  des  Punktes  k  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  die  gemeinschaftliche  Tangential- 
ebene  der  gemeinen  Polarflächen  der  Ebenen  E^^  E^^  £,,   .... 

19.  .  Gegeben  sei  eine  Ebene  E^  welche  der  «Gleichung 

entsprechen  möge.  Wenn  man  für  jeden  Punkt  derselben  als  Pol  die 
quadratische  Polarfläche  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  bestimmt, 
so  ergiebt  sich  als  Gleichung  dieses  Systems  von  Hyperboloiden 

■ 
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Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte,  welche  auf 
der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  liegen,  haben  diese 
Ebene  selbst  zur  gemeinschaftlichen  Tangentialebene. 

Umgekehrt  ist  die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene  E  der 
geometrische  Ort  aller  Punkte,  deren  quadratische  Polar- 
flächen von  der  Ebene  E  berührt  werden. 

Die  gemeine  Polarfläche  der  Ebene 

bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  föllt  mit  der  der  Ebene  E  za- 
zusammen. 

21.  Auf  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  bezüglich  einer 
windschiefen  Fläche  1)  )}efinde  sich  ein  Punkt  k.  Die  quadratische  Po- 
larfläche dieses  Punktes  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  wird  nach 
dem  Vorigen  von  der  Ebene  E  in  einem  Punkte  k'  berührt,  aber  ausser- 
dem in  zwei  Geraden,  welche  durch  k'  gehen,  geschnitten.  Bildet  man 
die  P<Tlarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  G  und  G\  so  muss  jede  der- 
selben eine  Tangentialebene  der  gemeinen  Polarfläche  der  Ebene  E  sein 
und  durch  den  Punkt  k  hindurchgehen.  Von  den  Berührungspunkten 
dieser  Tangentialebenen  fällt  nur  der  der  Polarebene  Pe  mit  k  zusammen. 

Die  beiden  Polarkegel  der  Geraden  G  und  G'  haben  demnach  ihre  Schei- 
telpunkte in  k  und  sind  Tangentenkegel  der  gemeinen  Polarfläche  der 
Ebene  E. 

22.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  k  seien  alle  möglichen  Tangen- 
tialebenen an  die  gemeine  Polarfläche  einer  Ebene  bezüglich  einer  wind- 
schiefen Fläche  1)  gelegt.  Werden  diese  Tangentialebenen  als  Polar- 
ebenen bezüglich  der  windschiefen  Fläche  1)  betrachtet,  so  muss  der  Pol 
einer  jeden  sich  auf  der  Ebene  E  befinden.  Da  nun  die  quadratische 
Polarfläche  des  Punktes  k  der  geometrische  Ort  aller  Pole  ist,  deren  Po- 
larebenen durch  den  Punkt  k  hindurchgehen,  so  lassen  sich  folgende 
Sätze  aufstellen. 

Beschreibt  man  von  einem  Punkte  k  aus  einen  Tangen- 
tenkegel um  die  gemeine  Polarfläche  einer  ^bene  E  und 
betrachtet  die  Tangentialebenen  desselben  als  Polarebenen 
der  windschiefen  Fläche,  so  befinden  sich  alle  Pole  dersel- 
ben auf  einem  Kegelschnitte,  nämlich  auf  der  Schnittcurve 
der  quadratischen  Polarfläche  Pq  und  der  Ebene  E. 

k 

Bildet  man  zu  allen  Punkten  der  Schnittcurve  der  Ebene 
E  und  einer  quadratischen  Polarfläche  Pq  in  Bezug  auf  eine 

k 

windschiefe  Fläche  1)  die  Polarebenen,  so  werden  dieselben 

egel  eingehüllt,    welcher  der  gemeinen  Polar» 
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a^x^  —  2  ajOTj  =  0 ,     a:/  s=  0. 
Daraus  erhellt: 

Geht    die  Ebene  E  durch  den  Steht  die  Ebene  £^  auf  der  Ebene 

Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  Xj|S=0,  ar^  =  0   lothrecht,    so   wird   die   ge- 

X3=0,  ar^=0,  so  besteht  die  gemeine  meine  Polarfläche  derselben  beztig- 

Polarfläche  derselben  bezüglich  der  lieh  der  Fläche  W  von  drei  Ebenen 

Fläche    JF  aus   drei   Ebenen,    von         ^„^  f*""        ^.       . 

d.0  gebildet,   von   denen   die  eine  die 

denen   die  eine  die  Gerade  ^s^O,      Gerade  x^  =  Oy  ^3  =  0  enthält,  die 

^3=0  enthält,  die  beiden  anderen      beiden   anderen   mit  der  unendlich 

mit    der  Ebene' o?^  =3  0   zusammen-      fernen  Ebene  zusammenfallen. 

fallen. 

Dieselben  Resultate  ergeben  sich,   wenn   die  Ebene  E  die  Gerade 

x,  =  0 ,  J73  BS  0  enthält. 

ß)  Für  aj  =  0  erhält  mau 

oder 

a?3*=;0,     0^0:^  —  2040:4  =  0. 

Steht  also  die  Ebene  E  lothrecht  auf  der  Ebene  or^^O, 
so   besteht  die  gemeine  Polarfläche     so   besteht  die  gemeine  Polarfläche 
derselben   bezüglich  der  windschie-      derselben   bezüglich  der  windschie- 
fen Fläche  W  aus  drei  Ebenen,  von      fen  Fläche  W  aus  drei  Ebenen,  von 

d.9  (I  .  OD 

denen  zwei  mit  der  Ebene  or,  =  0  denen  zwei  mit  der  Ebene  x^=-ii 
zusammenfallen,  die  dritte  der  Ebene  zusammenfallen,  die  dritte  der  Ebene 
x^^Q  parallel  läuft.  x^=Q  parallel  läuft. 

Diese  Resultate  bleiben   unverändert,   wenn   man   (72  =  ^3  =  0   setzt. 

/)    Enthält   die  Ebene    E    die    doppelte   Leitlinie   der  windschiefen 
Fläche,  so  verschwindet  die  Gleichung  40b). 

S)   Setzt  man   a^=^a^=^(S^   so   erhält   die   Gleichung  40b)   die  ein- 
fachere Gestalt 

Enthält  demnach  die  Ebene  E  die  einfache  Leitlinie  der  Fundamental- 
fläche, so  ist  die  gemeine  Polarfläche  derselben  ebenfalls  eine  windschiefe 
Fläche  dritter  Ordnung,  deren  doppelte  Leitlinie  mit  der  Geraden  0^3  =  0, 
d?4  =  0 ,  deren  einfache  Leitlinie  mit  der  Geraden  a:^  =  0 ,  a:^  =  0  zusam- 
menfällt, deren  singulare  Erzeugende  aber  in  den  Scbnittkauten  ^^^  =  0, 
a^  =  0  und  a:j  =  0,  0:^  =  0  liegen. 

«)  Für  ßj  =  (13  =  0  ergiebt  sich 

0:^0:4*  =  0  oder  0:2=0,  0:4^  =  0. 
Daraus  folgt: 

Geht  die  Ebene  E  durch   die  Läuft  die  Ebene  E  der  CSbene 

~^oppelgeneratrix  der  wind-     0*2  =  0  parallel,  so  besteht  die  ge- 

be  fF^  Bo  wird  die  ge-     meine  Polarfläche  derselben  b«p%|- 
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M^^tM^^^^n^^^«/'«' «^^ 


F) 


«'uIi*  +  ««V  +  ''mV  +  «44€4*  +  2«„I,^  +  2«„|,S,  +  2«i,|,|, 


+  2  ««,1, 1,  +  2  «mI«  I4  +  2  «„  I5I4  =  0- 
Wird  die  Ebene  E'  als  Polarebene  dieser  quadratischen  PolarflHche 
angenommen,  so  müssen  bekanntlich  die  Coordinaten  des  zugehörigen 
Poles  der  Proportion 

dF  dF  dF  dF  _  .      .     ,     , 

genügen,  woraus  sich  die  Relationen  ergeben 

46)  i     W,igi  +  Mjals  +  W28^  +  W24S4=^«'8i 

%Si  +  Ws«£«  +  «88^3  +  «^8454  =  ^«'si 
«'4lll  +  W42S2  +  W4s£3+"44  54  =  ^«V 

Durch  Elimination  der  Grössen  x^,  x^,  x^^  x^  aus  den  Gleichungen 
45  a)  und  46)  findet  man  demnach  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes 
der  Pole.     Die  Gleichungen  46)  ändern  sich  indessen  nicht,   wenn  man 

$i>  is'  &>  £4  ™^^  ^19  ^s>  ^z'^  ^4  vertauscht     Man  gelangt  daher  zu  dem- 
selben Resultate,  wenn  man  aus  den  Gleichungen  46)  und 

die  Grössen  ||,  f^,  I3,  $^  eliminirt.     Durch  diese  Operation  findet  man^ 
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4   -41   -48   -43   -44 

Setzt  mau   die  entsprechenden  Werthe  statt  u^^,  t/jg, 
man  für  den  vorliegenden  Fall 


ein,  so  erhält 


48  a) 
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=  0 


oder 

+  («2  «'3  +  ^8  «'2)  ^8  ^4*  =  ö 
Die  gemischte  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  Jl  und  E' 
bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)  ist  demnach  eben- 
falls eine  windschiefe  Fläche  dritter  Ordnung,  deren  dop- 
pelte Leitlinie  mit  der  Geraden  x^  =  0^  ar^  =  0  zusammenfällt, 
und  deren  einfache  Leitlinie  die  Schnittkante  der  beiden 
Ebenen 


9,  Oirren  dritter  Ordnung  S.  ISl. 
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Polarflächen  [bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1)],  zn 
denen  die  Ebenen  E  und  E'  conjugirt  sind. 

Demnach  lassen  sich  folgende  Sätze  aufstellen: 

Bestimmt  man  zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Polar- 
fläehe  der  beiden  Ebenen  E  und  E'  die  quadratische  Polar- 
fläche bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1),  so  sind  die 
Ebenen  E  und  E'  bezüglich  jeder  der  quadratischen  Polar- 
flächen conjugirt,  jede  geht  durch  den  Pol  der  andern. 

Jedem  Punkte  f  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  bei- 
den Ebenen  E  und  E'  entspricht  ein  Punkt  k  auf  der  Ebene 
E  und  ein  Punkt  k'  auf  der  Ebene  E\  und  zwar  ist  k  der  Pol 
der  Ebene  E'  und  k'  der  Pol  der  Ebene  E  bezüglich  de'r  qua- 
dratischen Polarfläche  P^q. 

28.  Die  beiden  Ebenen  E  und  E'  mögen  sich  in  der  Geraden  G 
schneiden.  Einem  Punkte  k  auf  dieser  Geraden  entspricht,  weil  er  auf 
der  Ebene  E  liegt,  ein  bestimmter  Punkt  f  auf  der  gemischten  Polar- 
fläche der  beiden  Ebenen  E  und  E\  femer  ein  zweiter  Punkt  f'  auf  der- 
selben Fläche,  weil  k  auch  auf  der  Ebene  E'  liegt.  Da  nun  aber  k  der 
Ebene  E'  angehört,  so  befindet  sich  der  Punkt  f  auch  auf  der  gemeinen 
Polarfläche  von  E\  und  zwar  wird  dieselbe  in  diesem  Punkte  von  der 
Polarebene  des  Punktes  k  bezüglich  der  Fundamentalfläche  berührt.  Ent- 
sprechend ist  auch  /^  der  Pol  der  Ebene  E  bezüglich  der  quadratischen 
Polarfläche  Pq  und  muss,  da  k  auch  auf  der  Ebene  E  liegt,  sich  auf  der 

k 

gemeinen  Polarfläche  von  E  befinden,  wo  dieselbe  von  der  Polarebene 
des  Punktes  k  berührt  wird. 

Daraus  folgt: 

In  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  E  und 
E'  befinden  sich  zwei  Punktreihen,  welche  den  Punkten  der 
Schnittkante  der  Ebenen  E  und  E*  entsprechen,  und  zwar 
sind  diese  die  Punkte,  in  welchen  die  beiden  gemeinen  Po- 
larflächen der  Ebenen  E  und  E'  von  den  Polarebenen,  deren 
Enveloppe  der  Polarkegel  der  Geraden  G  ist,  berührt  werden. 

29.  Durch  die  Gerade  G,  in  der  die  beiden  Ebenen  E  und  E^  sich 
schneiden,  möge  eine  dritte  Ebene  gelegt  sein.  Die  Gleichung  dersel- 
ben sei 

Durch  den  Werth  der  Grösse  l  ist  die  Lage  der  Ebene  bestimmt.  Die 
gemeine  Polarfläche  dieser  Ebene  bezüglich  einer  windschiefen  Fläche  1) 
eatapricht  nach  18)  der  Gleichung 
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Durch  Elimination  von  x^  aus  den  Gleichungen  der  gemischten 
Polarfläche  von  E  und  E'  und  der  von  E  und  E''  erhält  man 

I  0^3  =  0, 

Die  Projection  der  Basis  des  Flächenbüschels  53b)  auf 
0^2  =  0  besteht  demnach  aus  einer  Geraden  und  einem  Kegel- 
schnitte. 

31.  Zu  jedem  Punkte  der  gemischten  Polarfläche  der  Ebenen  E  und 
E'  sei  die  quadratische  Polarfläche  bezüglich  der  zugehörigen  windschie- 
fen Fläche  construirt    Das  System  der  Hyperboloide  entspricht  dann  der 

Gleichung  i,x,'-  ^,x,>-2l,x,x,  +  2i^x,x^  =  0, 

in  der  die  Verhältnisse  v*»  ?>  ?  der  Relation 

S4     b4     b4 

55)    Oj  a\  Ji  I3«  —  flj  a\  Ig  {4*  —  (a^  a\  +  a^  a\)  ^^  g^  +  («^  a\  +  a^  a\)  Jj  g^«  =  0 

genügen  müssen.    Als  Gleichung  der  Enveloppe  dieses  Systems  findet  man 

ar3*x/  =  0,     2Aj/Bx^'+2D}/Ax^'+  Dj/Ax^+Cj/Bx^=^0, 

d.  h.:  Das  System  der  quadratischen  Polarflächen,  deren 
Pole  auf  der  gemischten  Polarfläche  der  beiden  Ebenen  £nnd 
E'  liegen,  wird  von  zehn  Ebenen  eingehüllt,  von  denen  vier 
mit  der  Ebene  ^8  =  0,  vier  tnit  der  Ebene  ^4  =  0  zusammen- 
fallen. 

32.  Für  besondere  Lagen  der  Ebenen  E  und  E'  kann  die  Gleichung 
48  b)  eine  einfachere  Gestalt  annehmen. 

a)  Setzt  man  aj  =  0 ,  so  erhält  man 

56a)     x^  =  0,    a^a\x^x^  +  a^a\x^*'-{a^a\  +  a^a\)x^x^==0. 

Daraus  folgt: 

Geht   die   Ebene  E  durch   den  Steht  die  Ebene  E  auf  der  Ebene 

Schnittpunkt    P    der    drei   Ebenen  ^^  =  0  lothrecht,  so  besteht  die  ge- 

«2  =  0,  a:j  =  0,  0:4  =  0,   so  besteht  mischte  Polarfläche   von  E  und  E' 

die  gemischte  Polarfläche  von  E  und  bezüglich    der   Fläche    fF  aus    der 

ET  bezüglich  der  Fläche  W  aus  der  ^,.  ^  ^  t.,.      **'*:.     . 

d.0  unendlich  fernen  Ebene  und  einem 

Ebene    0:4  =  0    und    einem    Kegel      parabolischen  Cylinder,  dessen  Ge- 

zweiter    Ordnung,    dessen   Scheitel     neratrix   der  Kante  x^  =  0^  0-3  =  0 

im  Punkte  P  liegt.  parallel  läuft. 

Da  die  Gleichungen  56a)  unabhängig  sind  von  a\y  so  werden  die 
vorstehenden  Resultate  unverändert  bleiben,  wenn  man  £*'  alle  Lagen 
ertheilt,  welche  den  verschiedenen  Werthen  von  a\  entsprechen. 

ß)  Für  Hg  =  0  geht  die  Gleichung  48  b)  über  in 

'*^    a^^O,     0,  a\  x^  X3  —  («1  a\  +  a^a\)  x^  x^  +  03  a\  x^  =  0. 
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Steht  demnach  die  Ebene  E  auf  der  Ebene  x^  =  0  lothrecht,  so  degene- 
rirt  die  gemischte  Polar£äche  von  E  xxnä  E'  bezüglich  einer  windschiefen 
Fläche  1)  in  die  Ebene  0:3  =  0  und  einen  hyperbolischen  Cylinder. 

Ertheilt  man  in  diesem  Falle  der  Ebene  E^  alle  möglichen  Lagen, 
welche  den  verschiedenen  Werthen  von  a^  entsprechen,  so  bleibt  die 
gemischte  Polarfläche  unverändert. 

y)  Setzt  man  a^  =  0 ,  a,  =  0 ,  so  ergiebt  sich 

56c)  argtsO,     .r4  =  0,     a4o\xQ'-' asa\x^=0^ 

d.  h. :  Enthält  die  Ebene  E  die  doppelte  Leitlinie  der  windschiefen  Fläche 
in  sich,  so  besteht  die  gemischte  Polarfläche  aus  drei  Ebenen,  die  sich 
in  dieser  Leitlinie  schneiden. 

ö)  Ist  03  =  ^^  =  0  und  a'g  =  a'^  =  0,  so  nimmt  die  Gleichung  48b) 
die  Gestalt  an 

56  d)  a^  a\  a:^  x^^  —  a^  a\  x^  x^  =  0. 

Daraus  folgt: 

Schneiden  sich  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  in  der  einfachen  Leit- 
linie einer  windschiefen  Fläche  1),  so  ist  die  gemischte  Polarfläche  der- 
selben ebenfalls  eine  windschiefe  Fläche,  deren  doppolte  Leitlinie  mit 
0:3  :=  0 ,  x^  =  0 ,  und  deren  einfache  Leitlinie  mit  a:^  =  0 ,  or^  =  0  zusam- 
menfällt, deren  singulare  Erzeugende  aber  in  den  Kanten  rc^sO,  x^i=^0 
und  a:j  =  0,  ^^^  =  0  liegen. 

(SohlniB  folgt.) 


Z^tsebrm  t  Mmibemmtik  a.  Fbjiik,  XTni^  «. 
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Cnrve  verbindet,  die  den  Differentialgleichungen  des  Problems  ebenfalls 
genügt.  Wenn  man  aber  die  Curve  so  ändert,  dass  sie  aufhört,  dieser 
Differentialgleichung  zu  genügen,  und  zugleich  auch  andere  Endpunkte 
erhält,  so  bliebe  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  das  Integral 
abnähme,  dass  somit  kein  wirkliches  Minimum  stattfände. 


§1. 

Umformung  der  iwoiten  Variation. 


Set.e  ich  ,'  für  ^  und 
^  dx 


V=zjtp{x,y,y)dx, 


so  habe  ich,  wenn  ich 


Xo 


diTdy'' 

«1 


/( 


(«10  +  %l)  ^^  =  -^i 

Vi^i^y^t/i)  8^1  -  9>(a?oiyo>y'o)  ^a?o  =  ^ 
setze,  folgende  Gleichungen: 

2)    *'^=j  [«20  8y^  +  2fln  iyiy  +  «0«  8y^ + «lo  **y + «oi  ^vl ^^ 

'  +\aiQÖx8y  +  aQiixdy\lj 

wobei  in  dem  zwischen  den  Strichen  stehenden  Ausdruck  erst  x  =  Xi 
und  dann.  x  =  Xq  zu  setzen  und  darauf  das  Resultat  der  letzteren  Sub- 
stitution von  dem  der  ersteren  abzuziehen  ist.  —  Wenn  ich  SK  bilde, 
so  muss  ich  die  vollständigen  Variationen  [dy']  und  [8y]  in  Anwendung 
bringen;  ich  habe  demnach 

dK=  Iflio  8^  [8y]  +  öfoi  8^  [*y'l  +  9>V)  ^^*  +  v(^i  y,  y)  **a:|J, 

oder,  wenn  ich  [6y]  =  öy  +  y6x  und  [dy]=:dy+y"dx  setze. 


3)  dK 


d  1^ 

«10  i^  8y  +  «Ol  8^  *y +^  V(«i  y,  l/)  ix^  +  (p  («,  y,  yO  S^x^. 


Setze  ich  jetzt  noch 

80  erhalte  ich  vermöge  d«r  '  ^'     '^A  8)  folf(diLd«xL  Aj^- 

druck  für  die  sweiia  Ymd 
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==  /  Sl  dz  +J  [«10  —  a'oi]  ^*  y  ^ar 

5)  y       ^         a?o 

0 

Soll  die  erste  Variation  von  V  yeTSchwinden ,  so  mnss  bekanntlich  die 
Dififerentialgleichnng  , 

erfüllt  werden.  Das  zweite  Integral  in  unserem  Ansdmcke  für  d*  V  ver- 
schwindet also.  —  Wenn  ich  dieselbe  Bezeichnungsweise,  wie  in  einer 
früheren  Abhandlung  von  mir*  anwende,  so  erhalte  ich  die  Gleichung 

6)  (fljo  —  fl'oi) «  —  fl  w  «  -  «0»  w"«=  0 , 

mit  Hilfe  welcher  sich  das  erste  Integral  in  5)  in  folgender  Weise  um- 
formen lässt: 

y«l  Xi  ^ 

Sldx^  t^Ca^g'^u^  dx  +  [«u  +  ^of^]  «y{. 

Xq  Xfi 

welche  Transformation  jedoch  nur  giltig  ist,  wenn,  u  zwischen  den  Gren- 
zen Xq  und  x^  weder  verschwindet,  noch  unendlich  wird.  Daher  folgt 
aus  5)  und  7) 

Xi 


8) 


d«  F  =  «« /^aogi^'« w«  da: -f  |[aii  +  ö^ .  ^]  ÄyH  2  a,o  6«  Äy  4- 2 «Ol  d«  «y 


d  |i 

+  ^  9>(^iyiy )  *^*  +  «Ol  '*y  +  9(*iy»  y')***|^- 

Wir  können  die  Formel  8)  umformen,  wenn  wir  die  partialen  Va» 
riationen  by  und  b'^y  durch  die  totalen  [dy]  und  [d'y]  ersetzen.  Die 
übliche  Metaphysik  der  Variationsrechnung  sieht  bekanntlich  y  als  Func- 
tion von  X  und  einem  Parameter  a  an  und  definirt  die  partiale  Varia- 
tion von  y  als  den  Zuwachs,  den  y  erhält,  wenn  nur  a  variirt,  die  totale 
als  den  Zuwachs  von  y,  wenn  er  und  x  sich  ändern.     Demnach  hat  man 


S'y  =H^«'» 


i'rf-r^«+r"'" 


*  DieBC  Zeitschrift  XXII,  5. 
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wie  Oos*  ^^  ^^^  ^'®^>  ^®  ^^  allen  folgenden  Fällen  annehmen,  Anas 
Agj.  positiv  ist.  Demnach  wäre  anch  6'  F  >  0  und  könnte  nur  dann  ver- 
schwinden, wenn  g^  identisch  Null,  d.  h.  wenn  g  eine  Constänte  wäre; 
da  aber  öy  und  somit  auch  g  für  x=^x^  verschwinden  muss,  so  kann  g 
keine  andere  Constänte,  als  Null  sein,  woraus  folgt,  dass  öy  identisch 
Null  sein  mtisste.  Für  einen  andern  Wertb  von  dy  kann  d^  V  nicht  ver- 
schwinden, es  findet  daher  ein  Minimum  statt. 

Unsere  Transformation  ist  auch  noch  giltig,  wenn  u  zwar  für  keinen 
Punkt  zwischen  Xq  und  or^,  aber  für  a:  =  a:^  verschwindet«  In  diesem 
Falle  kann  jedoch  g  gleich  einer  von  0  verschiedenen  Constanten  an- 
genommen werden,  da  die  Bedingung  dy^^O  dann  auf  jeden  Fall  erfüllt 
wird ;  d'  V  kann  also  zum  Verschwinden  gebracht  werden ,  ohne  dass  iy 
identisch  «=0  ist,  und  es  wird  im  Allgemeinen  kein  Minimum  stattfinden« 

Wenn  das  Integral  sich  noch  weiter  erstreckt,  als  über  den  Punkt, 
in  welchem  u  verschwindet,  so  bietet  nach  Hesse*  das  Princip  der  Con- 
tinuität  wenigstens  eine  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  zweite  Varia- 
tion auch  ihr  Zeichen  wechseln  könne.  Es  lässt  sich  dies  indess  auch 
genauer  beweisen,  wie  später  gezeigt  werden  soll. 

Ich  setze  jetzt  noch 

wo  fi    und  y^  zwei  beliebige  neue  Constanten  sind,   und  werde  dann 

den   Ausdruck    —    näher   untersuchen.      Ich    bezeichne    ihn    zu    diesem 

u 

Zwecke  mit  p.  Da  Gleichung  6)  auch  gelten  muss,  wenn  ich  für  u  ein- 
setze u^  oder  jfii,  so  ergiebt  sich  aus  derselben 

10)  a^u-  +  2a^u-  +  a^u—,^(^,     di  =  ^»'       . 

wo  A  eine  Constänte  bezeichnet. 

Da  ÜQ^  nach  unserer  Annahme  stets  >0  ist,  so  folgt  aus  10),  dass 

dp 
auch  —    stets   dasselbe  Zeichen   behalten   muss.     Setze  ich  y^  =  y^  =  0, 

d   r 
Yi^=Y%^=^'^%  so  sehe  ich,   dass  dasselbe  auch  von ^  gilt.     Ich  be* 


dx  Tj 


zeichne  —   mit  q  und  nehme  an,  —    sei  stets  grösser  als  0,   da,   wenn 

dieser  Ausdruck  stets  <  0  ist,  ganz  die  entsprechenden  Betrachtungen 
gelten.  Es  wird  dann  q  stets  zunehmen  und  denselben  Werth,  wie  für 
^  =  ^0  ^^°^  zweiten  Mal  nur  dann  erhalten  können,  wenn  es,  bis  ins 
Unendliche  gewachsen,  in  das  negativ  Unen^dliche  umschlägt  und  dann 
wieder  zunimmt.  Wenn  dann  ^  für  o;  =  x  wieder  denselben  Werth  an- 
nimmt, wie  für  x  =  Xq^  so  darf  nach  den  Auseinandersetzungen  dieses 

*  Cr 0210*9  Journal  Bd.  54. 
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•^•^V^^k^^^^^^^^^kA^^^ 


rentialqnotient  muss  also  auch  für  (r  =  ((r)  negativ  sein;  da  ferner  ti^s=ti^ 
so  sehen  wir,  dass  6^  V  für  die  angenommenen  Werthe  von  8y  negativ 
wird,  dass  also  auf  keinen  Fall  ein  Minimum  ezistiren  kann. 

§8. 
Betraehtang  eines  Ausnahmefalles. 

Es  ist  jetzt  noch  der  Fall  zu  betrachten ,  dass  eine  der  Grössen  r,^ 
und  r^  zwischen  x^  und  x^  unendlich  wird,  für  welchen  Fall  unsere 
Schlussweise  ungiltig  ist,  wie  Herr  Professor  Mayer*  in  einer  allgemei- 
neren Untersuchung  bemerkt  hat.  Es  werde  r^  für  x  =  (x)  unendlich, 
dann  ist  zunächst  möglich ,  dass  r^  zwischen  Xq  und  x^  weder  verschwin- 
det, noch  unendlich  wird.  Dann  kann  ich  u^y^^i  setzen,  wobei  die 
Transformation  8)  giltig  bleibt;  es  wird  also  ein  Minimum  stattfinden, 
wenn  nur  0^2  positiv  bleibt.  Verschwindet  dagegen  r^  für  einen  Werth 
zwischen  Xq  und  ((t),   den  ich  mit  |  bezeichnen  will,   so  wird  der  Aus- 

druck   fl^G=3^    an    dieser    Stelle    0,    und    wenn    sich  x  der    Grenze   (x) 
r j 

nähert,  so  nähert  q  sich  wiederum  der  Grenze  0,  da  sein  Nenner  00 
wird.  Wenn  wir  voraussetzen,  dass  a^  stets  positiv  bleibt,  so  behält 
der  Differentialquotient  von  q  stets  dasselbe  Zeichen,  q  muss  also  zwi- 
schen I .  und  {x)  durch  oo  hindurchgegangen  sein.  Nehmen  wir,  wie 
früher,  an,  dass  q  stets  zunimmt,  so  wird  für  einen  Werth  (|),  der  zwi- 
schen Xq  und  ^,  und  zwar  sehr  nahe  an  £  liegt,  q  etwas  kleiner  als  0 
sein;  da  aber  q  aus  dem  negativ  Unendlichen  bis  0  zunimmt,  wenn  x 
sich  der  Grenze  {x)  nähert,  so  muss  es  einen  Werth  ^  zwischen  Xq  und 
(x)  geben,  für  welchen  q  denselben  Werth  annimmt,  wie  für  a?  =  (|). 
Da  zwischen  (|)  und  ^  die  Differentialquotienten  von  y  nach  c^  und  c^ 
nicht  CO  werden,  so  gelten  für  ein  von  (§)  bis  ^  ausgedehntes  Integral 
unsere  früheren  Betrachtungen,  d.  h.:  die  zweite  Variation  dieses  Inte- 
grals kann  zum  Verschwinden  gebracht  werden,  und  es  wird  auf  keinen 
Fall  ein  Minimum  stattfinden,  wenn  das  Integral  noch  weiter  ausgedehnt 

Xt 

wird;  das  Integral   j  <p(x^y^y)dx   wird  also  in  dem  betrachteten  Falle 

kein  Minimum  haben. 

Ganz  das  Entsprechende  gilt,  wenn  r^  an  einer  Stelle  zwischen  (x) 
und  x^  verschwindet.  Nur  der  Fall,  dass  r^  an  derselben  Stelle  ver- 
schwindet, an  welcher  r^  unendlich  wird,  sowie  der,  dass  jeder  der  bei- 
den Differentialquotienten  an  einer  Stelle  zwischen  Xq  und  x^  unendlich 
wird,  entzieht  sich  noch  unseren  Betrachtungen. 


•  Crelle*8  Journal  Bd.  69. 
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damit  die  erste  Variation  verschwinde ,  die  Ausdrücke  a^^  und  9  (a?,  y^  y) 
für  a^ssa:^  verschwinden.  Der  in  8)  ausserhalb  des  Integralzeichena 
stehende  Ausdruck  geht  somit  über  in 

^11 + ^2-  ^J  ^^1* + 2öio  *^i  ^vx  +  5i  ^(^»  y»  y)  *^i^ 

wobei  in  den  Ausdrücken  a^^,  n^  u.  s.  w.  x^^x^  zu  setzen  ist.  Der 
Ausdruck  14)  muss,  wenn  ein  Minimum  stattfinden  soll,  eine  positive 
quadratische  Form  in  Bezug  auf  hx^  und  hy^  sein.  Die  in  u  vorkom- 
menden Constanten  y^  und  y^  sind,  wie  früher,  so  zu  bestimmen,  dass 
u  für  x  =  Xq  verschwindet. 

Ist  x^  gegeben,  y^  aber  nicht,  so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  ge- 
suchten Kriterien  durch  das  Zeichen  des  Ausdrucks 

gegeben  werden. 

Wären  die  oberen  Grenzwerthe  fest  und  die  unteren  gegeben,  so 
ist  effenbar  in  dem  Ausdrucke  14)  Xq  und  ^q  an  die  Stelle  von  x^  und 
yi  zu  setzen  und  das  Vorzeichen  des  Ausdrucks  umzukehren. 

§5. 
Beispiel  fttr  die  Begeln  des  vorigen  Paragraphen. 

Ein  geometrisches  Beispiel  ist  folgendes.  Es  sei  eine  Curve  gegeben 
und  ein  Punkt  auf  derselben;  an  dem  Punkte  ist  der  eine  Endpunkt 
eines  Fadens  von  gegebener  Länge  befestigt,  während  der  andere  End- 
punkt sich  auf  der  Curve  bewegen  kann;  der  Faden  soll  so  gelegt  wer- 
den, dass  der  Flächenraum,  den  er  mit  der  gegebenen  Curve  einschliesst, 
ein  Maximum  wird. 

Die  Länge  des  Fadens  sei  /;  ich  betrachte  den  Bogen  s  als  un- 
abhängige und  den  von  dem  gegebenen  Punkte  ausgehenden  Radius  vec- 

dr 
tor  r  ab  abhängige  Variable  und  setze  —  =  r';  femer  sei  f(r)  der  In- 

o  s 

halt  der  zwischen  dem  Badius  vector  und  der  gegebenen  Curve  liegen- 
den Fläche,  so  habe  ich  das  Maximum  zu  suchen  von 

l 

16)  f'=fg>{s,r,/)ds, 

0 
wo  

17)  g>(*,r,r')  =  r/l^r7»-J-2Ar).r'. 
Dies  Problem  führt  auf  die  Differentialgleichung 

18)  ^  =  c^J/^^7^ 
itUbe  inteaui  giebt 
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26)  «n  =  -co'2  +  2r('-i,'-,), 

27) 


__     Ci 


u  =  stn ? ?  C05 , 

Cj  Cj  Cj 

t^'       5  — C«    ,    5  —  C«       .    *— C,        5— C«  5  —  Co 

--  =  — ^  sin ■* :  stn * ?  cos * , 

U  Cj*  Cj  Cj  C,  Cj 


28) 


Wi  X'fl'X 


Der  Ausdruck  15)  wird  somit  für  unsem  Fall 

e 

29)        ön  +  flo2-~  =  -^o/Z+2r(ri,ri) r-| ?-: . 

Nun  folgt  durch  Differentiation  der  Gleichung  22) 

6r 
oder,  .wenn  wir  -r— ,   abweichend  von   der  früheren  Bezeichnungsweise, 

og> 


mit  r,  T — ö  mit  r    bezeichnen, 
0  fp 

30)  2r(r,r)=?;-i-'. 

r         r  • 

Nun  ist,  wenn  q  der  Krümmungsradius  der  gegebenen  Curve  ist. 


77  ,        -7  —  COl  3f , 


^      r«+2r'«-rr 
Dadurch  geht  30)  über  in 

und  gemäss  29)  wird  die  Bedingung  für  das  Stattfinden  eines  Maximums 

r       sin2%-2icos2i 
Q        2(Ämx-xco5x)' 
Der  Krümmungsradius  Q  C,  welcher  den  vom  Faden  gebildeten  Kreis- 
bogen berührt,  ist  hierbei  als  negativ  anzusehen,  wenn  er  die  Fortsetzung 
des  Fadens  bildet  (Fig.  i) ,  und  als  positiv,  wenn  er  die  entgegengesetzte 
Bichtung  hat  (Fig.  3). 

Nehmen   wir  zunächst  den  Fall   an,   dass  die  gegebene  Curve  aus 

swei  sich  schneidenden  geraden  Linien  AT  und  TQ  besteht  (Fig.  4),  so 

ist  ^&=Qo  und  es  wird  darauf  ankommen,  ob  der  in  31)  rechts  stehende 

^  isdrack  positiv  oder  negativ  ist.     Da  %  nicht  grösser  als  n  sein  kann, 

l  tonat  der  Faden  mehr  als  einen  Umkreis  vollenden  müsste,  so  bleibt 

Nenner  der  rechten  Seite  von  31)  stets  positiv;  der  Zähler  ist  gleich- 

I  poaitiT,  so  lange  2%  <  257^  27' 12''  ist,  dagegen  negativ,  sobald  2% 

'  im  ersten  Falle  wird  also  ein  Maximum  stattfinden. 
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Ich  will  in  diesem  Beispiel  die  vollständigen  Variationen  einfach  mit 
'^19  ^'^1  bezeichnen,  da  die  partialen  gar  nicht  vorkommen.  Dann  habe 
ich  für  die  Orenzwerthe  die  Gleichung 

9  (y  i)  iyi  +  [g>  (^i ,  Ui ,  y  i)  —  y'i  9  (y  i)]  *  ^i  =  0 , 

34)  y^^-jPI' 

woraus  sich  der  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  die  Linie  eine  Normale  der 
Cnrve  sein  moss. 

um  zu  untersuchen,  wann  ein  wirkliches  Minimum  stattfindet,  bilde 

ich  mir  den  Ausdruck  33).     Da  ^ — =a:,  - —  =  1,  also  us=sa:— otq  ist,  so 

erhalte  ich  mit  Berücksichtigung  von  34) 

1                 *yi*                  ix.  S*y,       ,       1             8x.*  iy.' 
1 1 


*i-a^o  y{iic^+Syiy     Vix^^+iy*     ar,-a;o  y{ix*  +  dy^f 

_t_        ix^^iy, 

^er  *'""'"  y<^'*  +  ^y*)' 

Da  j/l  +y'*  =  ^- ^r =!^  positiv  zu  nehmen  ist,  so  muss  Y^^^+^y^ 

dasselbe  Zeichen  wie  iy^  haben.  Der  Ausdruck  35)  giebt  mir  daher  die 
Bedingung 

woraus  sich  ergiebt,  dass  ein  Minimum  jedenfalls  dann  stattfindet,  wenn 
die  Curve  convex  gegen  den  gegebenen  Punkt  ist;  ist  sie  concav,  so  ist 
ein  Minimum  nur  in  dem  Falle  vorhanden,  wenn  der  gegebene  Punkt 
zwischen  der  Curve  und  ihrem  Erümmungsmittelpunkte  liegt,  wie  sich 
dieses  Besultat  auch  mittelst  der  elementaren  Theorie  der  Maxima  und 
Minima  finden  Iftsst  [Herr  Prof.  Dienger  behandelt  iu  seinem  „Grundriss 
der  Variationsrechnung*'  dies  Problem  und  kommt  zu  einem  Ausdruck,  der 
dasselbe  besagt,  wie  36);  doch  giebt  er  die  geometrische  Bedeutung  seines 
Resultats  nicht  an]. 

§7. 
BowoU  die  oberen,  als  die  unteren  Grenzen  sind  variabeL 

Der  Ausdruck  8)  oder  9)  muss  fOr  alle  Werthe,  welche  die  if/^  6x 
mtmif»  «eD,  positiv  sein.    Ich  denke  mir  jetzt  irgend  zwei  Werthe 


876  Zur  üntenrachung  etc. 

38)      yi=y«-*yo^^-»yig7^-«yoj7;+«»ig^. 

Dass  u  bei  diesen  Wertben  von  fi  ^^^  ^2  zwiscben  x^  und  x^  nicbt  ver^- 
scb winden  kann,  dass  wir  somit  öy  =  sgu  setzen  dürfen,  folgt  ans  fol- 
gender Betracbtung.  Da  8yQ  nnd  dy^^  nach*  37)  also  ancb  u^  and  i/^, 
dasselbe  Zeicben  haben,  so  müsste  u,  wenn  es  überhaupt  zwischen  den 
Grenzen  verschwindet ,  sein  Zeichen  an  dieser  Stelle  nicht  wechseln ,  oder 
es  müsste  an  mehr  als  einer  Stelle  verschwinden.  Das  Letztere  ist  da- 
durch ausgeschlossen ,  dass  die  Bedingungen  des  §  2  erfüllt  sein  müssen. 
Dass  u  verschwindet,  ohne  sein  Zeichen  zu  wechseln,  ist  gleichfalls  un- 
möglich, denn  alsdann  müsste  auch  u  verschwinden  und  wir  hätten  die 
beiden  Gleichungen 

woraus  sich  ergeben  würde 

dy    dy       dy  dy  _ 

und  folglich  —  =0,  was  nach  §  2  unmöglich  ist. 

€1 X 

m 

Wir  haben  somit  als  fernere  nothwendige  Bedingung  für  ein  Minimum: 
Der  in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehende  Aus- 
druck muss  positiv  sein  für  alle  Werthe  von  öx^  und  bx^  und 
für  diejenigen  Werthe  von  dy^  und  dy^,  welche  gleiches  Zei- 
chen haben,  wobei  y^  und  y^  so  zu  bestimmen  sind,  dasst/o:tij 

§8. 
Beispiel  für  den  vorigen  Paragraphen. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  bebandle  ich  das  Problem,  die  kürzeste 
Linie  zwischen  zwei  Curven  zu  ziehen. 

Ebenso,  wie  in  dem  entsprechenden  einfacheren  Problem  des  §  6, 
folgt,  dass  die  gesuchte  Linie  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden 
Curven  ist.  —  Um  die  zweite  Variation  zu  untersuchen,  bilde  ich  den 
in  9)  ausserhalb  des  Integralzeichens  stehenden  Ausdruck.  Hierbei  kann 
ich  S^x  =  0  setzen  und  u=^x  —  x\  wo  x  eine  noch  zu  bestimmende 
Constante  ist;  dann  erhalte  ich,  ähnlich  wie  in  §  6,  für  das  Stattfinden 
eines  Minimums  folgende  Bedingung: 


39) 


^y6x^+[öyY^      '^[^'^1 


>0. 


^"^ V^x^+yöy-w 

Die  Quadratwurzel  hat  hierbei  wieder  dasselbe  Zeichen,  wie  [dy].    Neh- 
men wir  an,   dass  6y^  und  dy^  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  eo 

a  BO  bestimmt  werden,  daas  u  iwisehen  o:^ und  dp,^  Ter» 
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schwindet;  also  mnss  die  Bedingung  39)  für  alle  zwischen  Xq  und  x^  ge- 
legenen Werthe  von  x'  erfüllt  werden.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn 
wir  die  folgenden  beiden  Ungleichungen  haben: 

40)       j^/^i?Tiw-.f;!,7;\,>o. 

was  zunächst  nothwendige  Bedingungen  für  das  Stattfinden  eines  Mini- 
mums sind.  —  Nehmen  wir  an,  dass  öyQ  und  dyi  gleiches  Vorzeichen 
haben,  so  ist  x'  aus  Gleichung  37)  zu  bestimmen,  d.  h.  wir  haben 

Xo-x:x,^x^öyo.8y,,     x^     dy^-^yo      ' 

und  wenn  ich 

setze , 

(a;,-a:o)(Äx«+[«yim«yol 


*r«  "^  »u  ^— 


»0— a:  = 


(Öx,»  +  [8y,]*) [Sy,]  -  {Sx,»  +  [Sy^]*)  [dyj  ' 

ix,  -xo)  («V  +  [«yo]*)  C«y,] 


(a  V  +  [Äy,]»)  [dj/o]  -  (5  V  +  [dyo]*)[«y.]' 

Wenn  ich  dies  in  39)  einsetze  und  der  einfacheren  Schreibweise  wegen 
die  Klammern,  in  denen  die  Variationen  stehen,  fortlasse,  so  erhalte  ich 

; /f',,   '  {.iW  +  W)  iyo  -  («V  +  Äyo»)  «y«] 

{x^-Xo)J/^x^*  +  Sy^* 
dx,  ^y, 

42)1    VWTiy? 

— ^^  ^^°     ,^^  , [(*:«;,«+«yx*)»y«- («V+«yo») «y.l 

(«1  —  x^)8y,y8  X*  +  6  y,* 
_^£yg_ 

Sind  die  Coordinaten  des  Krttmmangsmittelptinktes  a,,  /},,  resp.  «i, 
/3,,  and  die  KrUmmnngsradien  q^  nnd  9^,  so  habe  ich  allgemein 

^^^  di ~y-/J' 

6y  X—  a 


45)  '*"■'     -Ä)*' 

Hierdur'  "^  ^&i«t  ve^ 

SSI 


J 
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/ 


Damit  dieser  Ansdrnck  eine  d^nite  quadratische  Form  ist,  mnss  man 
haben 

47^  )  ^o^Pi'(^o-«o)*(*i-«i)*[(«o-«i)(«i-«o)-l(*o--«^)(*i-«i)] 
^  i  -fPon^i-«i)*-iPin^o-«o)'>0. 

Beachtet  man,  dass  foZl??=  ^lZ^^  so  geht  47)  über  in 

Po  9i 

48)  (^-«o)'(^,  -  «i)^(^,-^o)  («1  -  «)<  0. 

Damit  46)  nun  auch  eine  positive  Form  wird,  mnss  Qi(j^o'~^i)^^  sein. 
Da  die  Quadratwurzel  des  Ausdrucks  42)  dasselbe  Zeichen  haben  mnss, 
wie  df/^  so  folgt  aus  43)  und  44),  dass  das  Zeichen  von  p  gleich  dem 
von  x^a  zu  nehmen  ist.  Die  letztere  Bedingung  kann  ich  also  auch 
schreiben 

49)  («i-«i)(^o-«i)>0. 

Zu  diesen  Bedingungen  kommen  noch  die  früher  gefundenen  40)  und 
41),  welche  sich  schreiben  lassen 

50) 

51) 

und  för  alle  zwischen  Xq  und  Xj  liegenden  Werthe  von  x'  erfüllt  werden 
müssen.  Die  vier  Ungleichungen  48)  bis  51)  bilden  somit  die  nothwen- 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  Stattfinden  eines  Minimums. 

AB  sei  die  gemeinschaftliche  Normale  der  beiden  Curven,  a  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  ersten  Curve  im  Punkte  A^  b  der  der  zweiten 
Curve  im  Punkte  B.  Sind  die  beiden  Curven-  convex  gegen  einander, 
wie  in  Fig.  7,  so  ist  ^o^^o«  ^i^^n  ^i^^o«  folglich  werden  sämmtliche 
Bedingungen  erfüllt  und  es  findet  sicher  ein  Minimum  statt.  Sind  die 
Curven  concav  gegen  einander,  wie  in  Fig.  8 ,  so  ist  jtq  <  «^ ,  x,  >  «i , 
soll  somit  die  Bedingung  48)  erfüllt  werden,  so  mnss  a^^  Oq  sein;  in 
diesem  Falle  wäre  aber  Xq  sicher  kleiner  als  a^,  folglich  \^ürde  die  Be- 
dingung 49)  nicht  erfüllt  werden ;  es  kann  somit  kein  Minimum  stattfinden. 

Ist  die  Curve,  auf  welcher  der  Anfangspunkt  liegt,  concav  gegen 
diejenige,  auf  der  der  Endpunkt  liegt,  diese  aber  gegen  jene  convex, 
wie  in  Fig.  9  und  10,  so  haben  wir  Xo<cro,  x^^a^,  somit  sind  die  Be- 
dingungen 49)  und  50)  erfüllt;  die  Bedingung  48)  dagegen  wird  nur 
iftan  erftllt  sein,  wenn  Oo^^*  ^®  ^^  ^ig*  10 9  und  da  dann  auch 
h>'i>  so  ist  auch  51)  erfüllt.     Nur  Fig.*10,  nicht  aber  Fig.  9  wird  uns 

oMbrii* 


«1 

1 

«1 

> 

•»I 

1 

x" 

^0 

— 

«0 

*0 

X 
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Ist  umgekehrt,  wie  in  Fig.  11  und  12,  die  Anfangscurve  gegen  die 
Endcurve  convex  und  diese  gegen  jene  concay,  so  habe  ich  Xq^ciq^ 
a:]>a|,  also  Bedingung  51)  ist  erfüllt;  Bedingung  48)  wird  wieder  nur 
dann  erfüllt  sein,  wenn  c^o^^i»  ^^^  ^^  ^ig*  ^^9  '^^^  ^^  ^^  diesem  Falle 
arQ>a|,  so  sind  auch  die  Bedingungen  49)  und  50)  erfallt.  Nur  Fig.  12, 
nicht  aber  Fig.  11  wird  ein  Minimum  geben. 

Die  Figuren  7,  10  und  12  stellen  uns  somit  die  Fälle  dar,  in  wel- 
chen ein  Minimum  stattfindet,  und  die  Figuren  8,  9  und  11  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  ein  Minimum  nicht  vorhanden  ist.  Das  Resultat  un- 
serer Untersuchung  ist  daher  folgendes: 

Die  Strecke  A  B  wird  das  Minimum  des  Entfernung  der  beiden  Cur- 
ven  stets  dann  darstellen ,  wenn  dieselben  in  den  Punkten  A  und  B  con- 
vex gegen  einander  sind;  es  wird  nie  ein  Minimum  stattfinden,  wenn 
beide  Curven  concav  gegen  einander  sind ;  ist  die  eine  gegen  die  andere 
concav  und  diese  gegen  jene  convex,  so  wird  ein  Minimum  nur  dann 
statthaben ,  wenn  A  und  a  beide  zwischen  B  und  6,  oder  B  und  h  beide 
zwischen  A  und  a  liegen. 

Königsberg,  S.März  1878. 


XVIL 

Bewegung  eines  verlängerten  BotationB- 
ellipsoidB  infolge  der  Anziehung  eines  weit  entfernten 

Punktes. 

Von 

Dr.  Arnold  Giesen. 


Hierzu  Taf.  VI,  J?Hg.  13  —  16. 


§  1.    BestimmüBg  der  an  dem  Ellipsoid  wirkenden  Kräfte. 

Auf  ein  homogenes,  verlängertes  Rotationsellipsoid  (Fig.  13),  wel- 
ches nm  seinen  festen  Mittelpunkt  drehbar  ist,  wirkt  naclt  dem  Newton- 
sehen  Oravitationsgesetze  ein  weit  entfernter  materieller  Punkt.  Der 
Radius  des  Aequators  des  EUipsoids  sei  a ,  die  halbe  Rotationsaxe  sei  c. 
Wir  legen  ferner  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  zu  Grunde,  dessen 
xy '"Ebene  in  die  Aequatorebene  des  EUipsoids  fällt  und  dessen  xz-Kheue 
den  anziehenden  Punkt  fi  enthält;  die  Coordinaten  des  letzteren  seien  a 
und  y  (entsprechend  x  und  z).  Dabei  ist  der  Mittelpunkt  des  EUipsoids 
der  Coordinatenanfangspunkt  und  die  Coordinaten axen  sind  Hauptträg- 
heitsaxen.  Ein  Punkt  des  EUipsoids  habe  die  Coordinaten  x,  y,  z^  dann 
ist  die  Entfernung  desselben  von  fi,  welche  wir  r  nennen  wollen, 

r=y{y^zy  +  f/+{a^xy. 

Die  Anziehung,  welche  der  fragliche  Punkt  von  fi  erleidet,  ist  also 
,  li,dm,f 

wenn  fi  und  dm  die  Massen  der  beiden  Punkte  und  f  die  constante  Ele- 
montäranziehung  bedeuten.  Die  Componenten  dieser  Anziehung  nach 
den  drei  Axen  sind 

(ifdfn{a^x)  fifdmy       yifdm{y^z) 

Für  r  wollen   wir  jetzt  einen   genäherten  Ausdruck  setzen.     Dazu 
nennen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  fi  vom  Mittelpunkte  des  Ellip- 
Um  B  und  hthtn  dann  4 
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\f*^'^>**^S^f^>fi^^^>r>^'^\^^>^<>A>^>^'>^'>^^^'>^*^^^^^^  < 


Die  Summen  sind  natürlich  über  die  ganze  Masse  des  EUipsoids  auszu- 
dehnen. Beachten  wir  nun,  dass  der  Ursprung  im  Schwerpunkte  des 
EUipsoids  liegt  und  dass  die  Coordinatenaxen  die  Hauptträgheitsaxen  des 
EUipsoids  sind,  so  sieht  man,  dass  folgende  Summen 

£xdm^     £ydm^      Zzdm^ 
Zxydm^  Zxzdm^  Zyzdm 

sämmtlich  gleich  Null  werden.  Demnach  werden  obige  Componenten  des 
Gegenpaares : 

II)  Z  =  0,-    ilf=3^/*^2:(z«-a:«)dm,     iyr=0. 

Diese  Werthe  zeigen,  dass  die  Axe  des  resultirenden  Gegenpaares  nach 
der  y-A:xe  gerichtet  ist,  das  Gegenpaar  demnach  in  der  Ebene  liegt, 
welche  durch  die  Axe  des  EUipsoids  und  den  angrenzenden  Punkt  geht. 
Bezeichnen  wir  dasselbe  fortan  mit  G,  um  mit  M  die  Masse  des  EUipsoids 
bezeichnen  zu  können,  so  haben  wir  weiter 

G  =  3m/^  2  [(*»+y*)  dm  -  (x«+y«)  dm] 
oder  weiter 

C-3^rg[f(««  +  c«)-f(a»+a«)]. 

indem  Z{z^+y')dm  und  2{x^+y*)  dm  die  Trägheitsmomente  des  EUip- 
soids bezüglich  nach  der  x-  und  z-Axe  sind,  welche  die  Werthe  haben 

^(a«+c«)  und  5(a«  +  fl«). 

Nennt  man  9^  den  Winkel,  welchen  die  Linie  R  mit  der  Rotations- 

axe  c  bildet,  so  ist 

y  =  Rcos&j     a  =  R  sin^y 

so  dass  wir  endlich  für  das  Gegenpaar  folgenden  Ausdruck  erhalten: 

III)  G  =  ltU^=:^sin9cos9. 

bR^ 

Ein  positives  Paar  strebt  bekanntlich  eine  Drehung  hervorzubringen, 
durch  welche  die  positive  z-Axe  in  die  positive  ^-Axe  gelangt.  Ist  also 
das  EUipsoid  ein  abgeplattetes,  so  strebt  6,  die  ungleiche  Axe  des  El- 
lipsoids  senkrecht  zu  stellen  zur  Verbindungslinie  B-^  ist  dagegen  das 
EUipsoid  verlängert,  so  strebt  das  Paar,  die  ungleiche  Axe  in  jene  Ver- 
bindungslinie zu  drehen.  Der  letztere  Fall  ist  es,  welcher  uns  hier  an- 
geht. In  beiden  Fällen  ist  das  EUipsoid  im  Gleichgewichte,  sowohl  wenn 
seine  ungleiche  Axe  in  die  gedachte  Linie  R  fällt,  als  wenn  beide  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Bei  abgeplatteten  Ellipsoiden  ist  ersteres  die 
^labile,  letztere^s  die  stabile  Gleichgewichtslage,  umgekehrt  bei  verlänger- 
ten  EUj2:)soiden. 
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'■•'^•»  ^^^^^»Ä/v^^'i^ 


§  2.    Zweite  BestimmangBmethode  der  an  dem  EUipsoid  wirkenden 

Kräfte. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  sich  dieselbe  Formel  für  das  Gegenpaar 
aus  der  allgemeinen  Formel  für  das  Potential  eines  Ellipsoids  ableiten  lässt. 

Das  Potential  eines  homogenen  Ellipsoids  mit  den  Halbaxen  a^  b^  c 
in  einem  äussern  Punkte  {x ,  y,  z)  wird  bekanntlich  ausgedrückt  durch  die 

Formel  ^ 

r dt, /  g» y^ z^\ 

a-^a   cnj  ^^^8_j_^j^^,_j_^j^^,^YjV        a^  +  i     b^  +  t      c^  +  tj' 
a 
wenn  c  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


darstellt. 

Hieraus  findet  man  zunächst,  wenn  zur  Abkürzung 


gesetzt  wird, 


j/{a^+t){b^  +  t){c^  +  0=I) 

dVa 

dx 


rdi    2ar 

=  — abcn  I  -rr-s-r—i 
J  D  a«+r 


ZV, 


.        rdt    2y 

a 

/^dt    2z  ' 


dy 

a 

dz 

a 

Multiplicirt  man  diese  drei  Ausdrücke  noch  mit  der  constanten  Dichtig- 
keit Q  des  Ellipsoids,  der  Masse  (i  des  angezogenen  Punktes  und  der 
constanten  Elementaranziehung  /*,  so  erhält  man  die  Componenten  der 
Kraft,  welche  das  EUipsoid  auf  den  Punkt  fn  ausübt. 

Sowie  aber  das  EUipsoid  den  Punkt  fi  an  zieht  |  zieht  auch  dieser 
das  EUipsoid  an,  beide  Kräfte  sind  entgegengesetzt  gleich.  Die  Rich- 
tung der  Kraft,  der  das  EUipsoid  unterworfen  ist,  geht  durch  (^,  y,  2) 
und  ihre  Componenten  sind  entgegengesetzt  gleich  den  vorherbestimmten. 
Für  unsern  Fall  ist  das  EUipsoid  ein  Rotationsellipsoid,  wir  setzen  daher 
a  =  6;  der  Punkt  (x^y^z)  liegt  in  der  o^z- Ebene,  seine  2/ - Coordinate 
ist  daher  gleich  Null  und  folglich  auch  die  y-Componente  der  An- 
ziehung. Für  die  beiden  anderen  Comj^onenten  erhalten  wir  also  die 
Ausdrücke 


-^=^^^^^'^^'y(o»+iX>^ii%> 


0 
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0 

und,  indem  wir  für  a  den  obigen  Werth  setzen, 


/ 


"*         d/  .  1  4a«  +  c«         1 


0 

wobei  im  letzten  Gliede  für  a  einfach  x^+z^  gesetzt  wurde,  welches 
jedenfalls  gestattet  ist.  Hieraus  folgt  nun  durch  Entwickelung  des  ersten 
Gliedes 

a 

Das  zweite  Glied  ist  seines  Zählers  wegen  von  derselben  Ordnung  wie 
das  letzte«  Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  sogleich  X^  wenn  wir  die 
Entfernung  des  anziehenden  Punktes  vom  Mittelpunkte  wieder  mit  R  be« 

zeichnen : 

X                              o>  xr  I   c  2  4  o  ^^  c^ 

I)  -r=i^/*^a«cjr-3  +  2^/-(»(i«cn;.T ^ \ikf(^a^cnx      ^     . 

Nun  müssen  wir  z  bilden.     Wir  haben  ganz  wie  vorhin 

r.Töko-='-('+?r'-"-('+r- 

-•'•('-TX'-i-n-H'-f-'T') 


und  hieraus  durch  Integration 

/dt  1  2a«  +  3c« 

_    1 2fl«  +  3c^ 

.und  demnach 

z  n^al^^t^T^  2/1*4- 3#^ 

II)  Z  =  4^/-p«»c}.^  +  2^/-^«»c«z  üü+ili  -|^/^ya«c«»       ^^    . 

Hätten  wir  früher  tf  direct  sadp'-|-t*  gereist»  00  würden  die  Formeln 
für  X  und  Z  die  sweiten  Glie^« 
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durch  eine  massenlose  Linie,  beiderseits  vom  Ursprange  gleichweit  ent- 
fernt, verbanden  sind,  die  sich  um  den  Ursprung  drehen  kann.  Die 
halbe  Länge  des  Hebels  sei  /,  O  und  R  behalten  ihre  Bedeutung  (Fig.  14). 
Die  Componenten  der  Anziehung,  welche  A  erleidet,  sin^ 

diejenigen,  welche  B  erleidet,  sind 

wenn  r^  und  r^  die  Entfernungen  bezüglich  der  Punkte  A  und  B  vom 
anziehenden  Punkte  fi  bedeuten.  Die  letzteren,  d.  h.  die  2: -Componen- 
ten, erzeugen  kein  Paar.     Nun  ist 

also 

also  sind  die  O/- Componenten  der  an  A  und  B  wirkenden  Kräfte 

-W-+ Ri °°^   -RS rL • 

Die  beiden  Componenten 

an  beiden  Punkten  erzeugen  kein  Paar,  sondern  halten  sich  das  Gleich- 
gewicht.    Die  beiden  Theile,  welche  das  Paar  erzeugen,   sind  also  nur 

+ ^i nnd ^ . 

Der  Hebelarm  des  Paares  ist  2/  und  also  das  Paar  selbst 

ßm^fP  cos  &  sind' 

Das  aus  der  stattfindenden  Bewegung  abgeleitete  Paar  ist 

wenn  J  das  Trägheitsmoment  der  beiden  Punkte  in  Bezug  auf  die  Dreh- 
axe  ist;  dieses  ist  =2m/^.     Daher  wird  die  Bewegungsgleichung 

d^9_       dfifcos&sind' 

Die  Bewegung  hängt  hiernach  also  gar  nicht  von  der  Masse  der  beiden 
Punkte  A  und  B^  auch  nicht  von  ihrer  Entfernung  /  ab,  sondern  nur 
von  der  Lage  des  anziehenden  Punktes,  seiner  Masse  und  der  constan- 
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Rechnen  wir  dagegen  die  Zeit  von  dem  Punkte  aus,  wo  das  EUipsoid 
durcb  die  stabile  Oleichgewicbtslage  gebt,  und  bezeicbnen  dann  dieselbe 
mit  iy  so  kommt 


oder 


Nun  bandelt  es  sieb  aber  weniger  darum ,  die  Zeit  aus  dem  Elongations- 
winkel  zu  finden,  als  vielmehr  umgekehrt,  den  Elongationswinkel  aus 
der  gegebenen  Zeit  zu  finden.  Kehren  wir  daher  die  vorige  Gleichung 
um,  wozu  uns  die . elliptischen  Functionen  die  Mittel  bieten,  so  kommt 

•"  Wo  j  - """  \ä // -B(?+^«r_L 

IV)  „•«^-««^„.mamfi/Sg.^)  .      . 

Hieraus  ergiebt  sich  sogleich  weiter 


arcsm 


v>  -»=^<l/^^-'U 


•in&a 


Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich  leicht  die  Winkelgeschwindigkeit.     Da 

nämlich 

d  sinamu 

=  cosamu  /Jamu. 

du 

so  folgt  aus  IV) 


cos9—  =  sm»,cosam[jy  _____ .  g  ^  „„  |^_  ^  ____.rj 

^1  ,/3>>Ac«-a«) 

Rr       Ä(c*+a»)   • 
folglich 

d»_sm»,^/3  f.V(c«-  a») / 1  -.Atigc^-a')     \ 


n 


Setzen  wir  ('=0  oder  =^7  oder  überhaupt  =-^T^  wo  n  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist,  so  erhalten  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  im  tief- 
sten Punkte.     Für  /'=0  wird  zunächst 


WA       R    y      Ric^+a^)  ' 


da  co;  am  0  =  1  ist.     Setzen  wir  ^^-^T^  so  kommt  zuerst 

ro5am(-=- j/-^^^-£^^./'j  =  co*am[2fi  i^{sm»Q)]=r:cosnn=  +  1, 
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§  5.    Der  ansehende  Fnnkt  besitzt  selbst  eine  kleine  OsoillatioiL. ' 

Wir  wollen  jetzt  endlich  noch  die  Voranssetzung  machen «  der  an- 
ziehende Punkt  fi  oscillire  seihst  auf  einem  um  den  Mittelpunkt  des  EU- 
lipsoids  mit  dem  Halbmesser  R  beschriebenen  Kreise  um  eine  Mittellage 
0,  aber  so,  dass  seine  Amplitude  d'  immer  sehr  klein  bleibt.  (Fig.  15.) 
Der  Winkel,  welchen  die  Rotationsaxe  des  Ellipsoids  mit  dem  nach  0 
gezogenen  liadius  vector  bildet,  heisse  r,  ferner  möge  i  die  Zeit,  G  das 
auf  das  Ellipsoid  wirkende  Gegenpaar,  /  sein  Trägheitsmoment,  c  seine 
Rotations-  und  a  seine  Aequatorealhalbaxe,  endlich  /* die  Attractionscon- 
stante  bezeichnen. 

Die  Schwingungen  des  Punktes  ii  um  seine  Mittellage  O  seien  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichung 

2n 

I)  &=>^QSin—i, 

unter  6  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  und  unter  ^'q  die  grösste 
Winkeldistanz  von  der  Mittellage  0  verstanden.  Dann  heisst  die  Be- 
wegungsgleichung ^ 

dfi 
Nun  ist  nach  III),  §  1| 

C  =  I  fi/*il/ ^^^3^  5ifi  (^  -  t)  cos  (O  -  r). 
Ferner  ist 

Dadurch  kommt 

d»T      dtLf(c*-a*)    .  ,„       ,        ,„       .       „' 

dfi-  ^3(0»+.«)  ""^^"'^'''^^"'^  =  ^- 
Da  nun  nach  Annahme  O  und  r  stets  klein  bleiben  sollen,  so  setzen  wir 
für  eine  angenäherte  Behandlung 

C05(0  — t)  =  1,       «>J('^  — t)  =  ^  — T 

und  ebenso  der  Kürze  wegen 

Dann  wird  die  Bewegungsgleichung  des  Ellipsoids 
oder 

Wenn  wir  nun  noch  -r-  mit  a  bezeichnen  und  für  at  die  neue  Va- 

0 

rlable  x  eiuführeü,  so  erhalten  wir  4\^  \)\^Qt«iit\«I^leichung 
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^i^^»^p^^  ^»i^^V^^P^^V^'^^^^'^^'^^W^^i^^'*  ^^"^  ' 


oder 

Bodlicb  setzen  wir  noch  für   _^^  t  die  neue  Variable  j^  und  erbalten  so 

Die  allgemeine  Differentialgleicbnng 
hat  bekanntlich  als  Integral 


ff  = 


»»1  —  ^2 


unter  m^  und  m,  die  Wurzeln  der  Gleicbnng 

m*  +  öm  +  6  =  0 
▼erstanden.     Setzen  wir  f{x)s=^8inxy  so  erbalten  wir 

C  e^i*^  C  «^«*     e^^*  j  e^'"^''  sinx  dx  —  e*^'  I e"'"^*  sinx  dx 


y 

Nun  ist  aber 


Hl.  —  III2  Wj  —  IWj 


/ 


demnach  kommt  also  .       . 

_C|e^i*— C^gg^«*     "      m,»  +  l  V  +  1 

IWj  —  JIIj  IWj  —  IWj 

C|  e"»*  —  C2 ^'*  ,  ('"i  'Wj  —  1)  Äf>i X  +  (mj  +  »Wj)  cos  x 
^         ^^i^:^:^^         +  (m^»  +  l)(m,«+l)  • 

Nun  ist  in  unserm  Falle 

Wi  =  +  -i,     mg  =  — — I, 

IWj  Hlj  ^  — |-  I       IWj  +  f/Ij  =  0  ,       IWj  —  lllg  ^  Ji  —  f. 

Daher  kommt 

(C.  —  C,)  cos^x-^-  {C.  +  6\)  isin—x      f  — «  —  1 )  *«w  ^ 
et  a       .   \  a'         / 


y= «^ + 

^,   .    E  ,  zinx 


(!.'-0' 
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unter  C  and  c  die^  beiden  Integrationsconstanten  verstanden.    Wir  setzen 

nun  nach  dem  Frühereu 

H^d^  ,  27t 

T= — 5-^1/  und   x=^ai=^-r- 1 
a^    ^  0 

und  erhalten,  unter  C  und  c  zwei  neue  Integrationsconstanten  verstanden, 

Wenn  der  anziehende  Punkt  ^  in  seiner  bisherigen  Mittellage  0  fest- 
liegend gedacht  wird ,  so  ist  '^q  ^  ^  ^^  setzen  und  die  Bewegung  wird 
dargestellt  durch 

woraus  hervorgeht,   dass  man  für  die  Oscillationsdauer  d  des  Ellipsoids 
in  diesem  Falle  hat  g. 

oder  nach  dem  Obigen  [übereinstimmend  mit  XII)  in  §  3] 
Hiernach  gestaltet  sich  Gleichung  II)  folgendermassen : 

Für  den  Mond  ist  ^•=«21  a^o  ^  o^or  die  Winkelgeschwindigkeit 
=  X^^.     Hiernach  findet  sich  für  seine  Umlaufszeit 


und  daraus  weiter 


-,/    c^  +  a^ 


^  kann  man  als  die  Libration  des  Mondes  in  der  Länge  betrach- 
ten ,  *  wobei  dann  für  ö  natürlich   T  zu  setzen  ist.     Hierdurch  kommt 


1  .      .   2;r     .   ,,   .2 


TT 


-^0  ^^^  ~r ' + ^'  **'*  —  (' + ^)» 


lieber  die  Axenverhältnisse  des  Mondes  vergleiche  man  des  Verfas- 
sers Abhandlung:  „Ueber  eine  einfache  Behandlungs weise  der- 
jenigen   Probleme    der    Hydromechanik,    in    welchen    Ellip- 


**  Man  bedenke,  dass  fOir  die  entwickelten  Formeln  nur  die  relative  Be- 
"rpgung  von  Erde  und  Mond  in  Betracht  kommt.    Mit  Kücksicht  auf  Gleichung 
«Aa  Zaplace,  Mic.  c6l,  T.  III,  1 7,  n.  ^1  uod  T,  II,  l.  5,  n.  15. 
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soide  mit  kleinen  Ezcentricitäten  vorkommen*',  I.  Theil  §  2, 
Jahrgang  XXI,  1  dieser  Zeitschrift.*  Offenbar  erhielte  man  für  t  eine 
Formel  von  derselben  Oestalt  bei  der  Annahme ,  dass  die  anf  der  Ebene 
des  Winkels  r  senkrecht  stehende  Axe  des  Ellipsoids  die  kürzeste  sei. 
Die  Rotation  des  Mondes  um  seine  Axe  ist  gleichförmig  nnd  ihre  Dauer 
sehr  nahe  gleich  der  Umlaufszeit  um  die  Erde.  Da  die  letztere  nicht  gleich- 
förmig ist,  so  wird  durch  diesen  Unterschied  die  Libration  in  der  Länge  be- 
dingt.  Es  ist  unwahrscheinlich,  dass  die  anfängliche  Botationsgeschwindig- 
keit  genau  gleich  der  mittleren  Umlaufsgeschwindigkeit  war.  Waren  aber 
beide  verschieden  und  hätte  keine  weitere  Wirkung  stattgefunden,  so 
hätte  im  Laufe  der  Zeit  eine  merkliche  Ablenkung  der  Mondaxe  eintreten 
müssen.  Aus  dem  Vorhergehenden  leuchtet  nun  ein,  wie  dadurch,  dass 
die  grösste  Mondaxe  der  Erde  zugekehrt  ist,  diese  Axe  um  die  Lage, 
welche  sie  einnähme,  wenn  die  Rotations-  und  Umlaufsgeschwindigkeit 
genau  gleich  und  keine  weiteren  Wirkungen  vorhanden  wären,  um  We- 
niges herumschwankt,  wofern  nur  der  anflingliche  Unterschied  zwischen 
der  Rotations-  und  mittleren  Umlaufsgeschwindigkeit  nicht  allzu  bedeu- 
tend war. 


*  Daselbst  S.  52  Z.  2  y.  o.  lese  man :  „&  steht"  statt  „besteht". 
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XVin.   üeber  die  Yerallgemeinernng  einer  Erzengungsart  der  Curven 

zweiten  Orades. 

(Hierzu  Taf.  VI,  Fig.  16  — 18.) 

Die  Erzengnngsweisen  der  Curven  lassen  sich  eintheilen  in  me- 
trische und  projectivische.  Je  nachdem  die  Curve  in  ihrer  Er- 
zeugung oder  als  fertiges  Gebilde  betrachtet  wird ,  finden  jene  ihre 
analytische  Darstellung  vermittelst  der  inneren  oder  der  complezen, 
diese  vermittelst  der  äusseren  oder  der  algebraischen  Multipli- 
cation.  —  Nur  die  Curven  zweiten  Grades  scheinen  bis  jetzt  nach  allen 
diesen  Kichtun]gen  hin  untersucht  zu  sein,  und  zwar  waren  es  bei  diesen 
die  einfachen  metrischen  Erzeugungsweisen  (des  Kreises  mittelst  Zirkel, 
der  Ellipse  mittelst  der  bekannten  Fadenconstruction) ,  welche  sich  der 
Untersuchung  zuerst  darboten.  Erst  die  neuere  Zeit  brachte  für  diese 
und  bald  auch  für  die  höheren  Curven  die  projecti vischen  Erzeugungs- 
weisen, während  die  metrische  Erzeugung  der  letzteren  noch  im  Bück- 
stand geblieben  ist. 

Im  Folgenden  soll  eine  Verallgemeinerung  der  metrischen  Erzeugung 
der  Curven  zweiten  Grades  versucht  werden,  wobei  es . vorzugsweise  dar- 
auf ankommen  wird ,  im  Allgemeinen  festzustellen ,  welche  Resultate  sich 
von  Untersuchungen  dieser  Art  erwarten  lassen. 

Wenn  die  elementare  Aufgabe  gestellt  wird,  den  Ort  eines  Punktes 
zu  bestimmen ,  für  welchen  die  Summe  der  Entfernungen  von  zwei  festen 
Punkten  constant  ist,  so  dass 

so  ergiebt  sich  bekanntlich  als  Lösung  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel, 
je  nachdem  r^  und  r^  gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Und  wenn  e  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ist,  so  ist  stets  nur  die 
Ellipse  oder  die  Hyperbel  reell,  je  nachdem  c  >  oder  <^e.  Versteht  man 
daher  in  obiger  Aufgabe  unter  „Summe^^  die  algebraische  Summe 
(beide  Fälle:  ''i  +  ^'s  ^^^  '*i~''2  nmfassend),  so  ist  der  Ort  des  Punktes 
eiii  Paar  von  Kegelschnitten,  von  denen  der  eine  reell,  der  andere  ima- 
glnftr  ist.  Oder:  Für  einen  bestimmten  Werth  von  c  liefert  stets  nur 
Bitter  z'^-  ^'^^en  Fälle  (f^+r^)  und  (rj  — r^)  eine  reelle  Curve. 
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'^^^M«^^Mrf^'^^^^^ 


(xg  f 2  -  x^  f 3)^  =  arg«  +  «3«  +  (a:^  +  x^y. 

Wenn  wir  diesen  und  die  analog  gebildeten  Ausdrücke  in  der  Gleichung 
3)  einsetzen,  so  geht  sie  über  in 

l/x,^  +  x,^+(x,  +  xJ^  +  }/x,^+x,^  +  (x^+x,)^  +  yx,^+x,^  +  {x,  +  :^*=s 

oder,  wenn  wir  die  Klammern  lösen ,  durch  y2  dividiren  und  s : ^2  =  k 
setzen , 

4)  yx^^  +  x^x^  +  x^^  +  j/x^^  +  x^x^+x^^  +  yxj^+x^x^  +  x^^=X, 

wobei  man,  um  die  Homogenität  herzustellen,  zu  k  noch  den  Factor 
(x^+x^  +  x^)  fügen  kann. 

Die  Gleichung  4)  ist  nun  die  Gleichung  einer  Curve,  welche  den 
geometrischen  Ort  des  Punktes  x  repräsentirt.  Um  diese  Gleichung  zu 
transformiren ,  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

}/ä+yb+yc=^k, 

schaffen    ]/c    nach    rechts    und    erhalten    durch    eine    kurze    Rechnung, 

wobei  noch 

c  —  ö  —  6=3rf 
gesetzt  wird, 

lQk\k^+dyc  =  [{k^+dY+4k^c  -  Aaby. 

Löst  man  dann  die  Klammern,  ordnet  nach  Potenzen  von  k^  und  stellt 
die  Coefücienten  derselben  durch  die  Ausdrücke  {d-^^c)  und  {d^—4ab) 
dar,  so  findet  sich  leicht,  dass  die  Gleichung  sich  auf  folgende  Form 
bringen  lässt: 

5)  [A*  +  2AHd-2c)  +  (rf«-4a6)p  =  64A2a6c. 

Setzt  man  noch 

6)  x^x^  +  x^x^  +  x^x^  =  v, 

so  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  2) 

0=1  —  »  —  a?j,     6  =  1  —  w  —  Xj, 
c  =  l  — t;  —  X3,     d  =  v  ^2x^y 
(rf -  2c)  =  3»  -  2,     (d« -  4« 6)  =  -  3 1;^     «6 c  =  v«  - 1;»  -  x^x^x^. 

Durch  Einsetzung  dieser  Werthe  in  5)  erhält  man 

7)  [A*  +  2k\3v  -  2)  -  3t>2]2  =  64 A2(i;«  -v^-  x^x^x^). 

Auch  diese  Gleichung  kann  man  durch  Uinzufügung  passender  Potenzen 

von  (x^-^-x^  +  x^)  homogen  machen.     Ihre  Variablen  sind  dann  die  drei 

Functionen 

(a?j  +  x^  +  X3),     (x^x^  +  ajgXg  +  x^x^),     {x^x^x^). 

Die  Curve  besitzt  im  Allgemeinen  den  achten  Grad.  Daraus  geht 
hervor,  dass  in  der  Gleichung  4)  die  Wurzeln  mit  allen  möglichen  Zeichen- 
combinationen  genommen  werden  können  und  dass  die  Gleichungen 

+y7+yb+y^=k,  +yä_+y'b^y^=k, 
^f/a^yb+yc^k,  -ya+yb+yö^k 
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d.  h.:  De^  geometrische  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  die 
algehraische  Summe  der  Entfernungen  von  drei  festen  Punk- 
ten gleich  Null  ist,  ist  ein  Kegelschnitt,  und  zwar  (mit  Bück* 
sieht  auf  die  oben  gemachte  Bemerkung  hinsichtlich  der  unendlich  fernen 
Punkte)  eine  Ellipse. 

Ist  das  Dreieck  gleichseitig,  so  geht  die  Ellipse  durch  die  Ecken 
des  Dreiecks  und  verwandelt  sich  in  einen  Kreis.  Man  erhält  dann  den 
bekannten  elementaren  Satz: 

Verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  der  Kreislinie  mit 
den  Ecken  des  eingeschriebenen  gleichseitigen  Dreiecks, 
so  ist  die  mittlere  Verbindungslinie  gleich  der  Summe  der 
beiden  anderen. 

Hinsichtlich  der  oben  gefundenen  Curve  achten  Grades  tritt  uns  nun 
sogleich  eine  wichtige  Frage  entgegen,  die  ich  hier  nur  anregen  will: 
Oiebt  es  ausser  dem  Falle  il  =  0  noch  Werthe  der  gegebenen 
Summenstrecke,  welche,  in  Verbindung  mit  einer  besondern 
Form  des  Dreiecks,  eineKeduction  der  Curve  auf  einen  nie- 
deren Grad  oder  ein  Zerfallen  derselben  in  Curven  niederen 
Grades  bewirken?  —  Welche  Modification  erleidet  -die  Curve  in  dem 
Falle,  wo  die  drei  gegebenen  Punkte  auf  derselben  Geraden  liegen? 
(Ohne  besondere  Untersuchung  ist  nur  zu  erkennen ,  dass  in  diesem  letz- 
teren Falle  die  Curve  in  Bezug  auf  die  Gerade  symmetrisch  liegt.)  Es 
wird  besonders  interessant  sein,  zu  erfahren,  ob  und  für  welche  Curven 
niederen  Grades  eine  mit  den  Kegelschnitten  analoge  metrische  Erzeu- 
gung existirt. 

Da  von  der  oben  besprochenen  Erzeugung  offenbar  alle  Curven  mit 
unendlich  fernen  Punkten  ausgeschlossen  sind,  so  kann  man  ferner  die 
Curven  untersuchen ,  für  deren  Punkte  die  Summe  der  Entfernungen  von 
vier  Punkten  constabt  ist.  Diese  Curven  werden  offenbar  unendlich 
ferne  Punkte  besitzen,  da  die  Summe  von  zwei  positiv  unendlichen  Ent- 
fernungen sich  gegen  diejenige  zweier  negativ  unendlichen  bis  auf  eine 
beliebige  endliche  Grösse  aufhebt. 

Es  können  endlich  alle  diese  Aufgaben  im  Gebiete  des  Raumes  be- 
trachtet werden.  Man  erhält  dann,  sobald  die  gegebenen  festen  Punkte 
auf  derselben  Geraden  liegen,  eine  Rotationsfläche  und,  falls  sie  in  der- 
selben Ebene  liegen,  eine  Fläche,  welche  in  Bezug  auf  diese  Ebene 
symmetrisch  ist. 

Zum  Schluss  möge  noch  eine  Construction  Erwähnung  finden,  welche, 
als  Erweiterung  der  Fadenconstruction  der  Ellipse,  für  n  beliebige  feste 
Punkte  denjenigen  Zweig  der  Curve  liefert,  für  welchen  alle  Entfer- 
nungen positiv  sind. 

ESs  seien  die  festen  Punkte  durch  aufrechte,  auf  einer  Tafel  befestigte 
'^r  die  Cnrve  erzeugende  Punkt  duxcVi  ^\nen  kleinen  Rin^  dar- 
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seine  Derivirte  sein   würde,   wenn   in   ihm   nur  der  als  Constante  be- 
handelte Bestandtheil  variabel  wäre. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  /'(w,ir)  von  der  Form  uF(x)  ist,   wird 

lf{u,  x)  dxzzzju  F{x)  dx  =  u  I  F{x)  dxy 

^fnu,x)dx  =  ^(ufF{x)dx'j==jF{x)dx, 
und  damit  geht  die  Formel  4)  über  in 

lu  F{x)  dx^u  I F{x)  dx  —  /  |  /  F(x)  rf j:|  -^  dx , 

d.  h.  in  die  Formel  für  die  partielle  Integration. 

Als  Beispiel  für  die  allgemeine  Formel  4)  diene  das  Integral 

I  x{a  +  bx  +  cx^)^  dx. 

Setzt  man  bx^=u  und  betrachtet  u  vorläufig  als  Constante,  so  ist 

{a  +  u  +  cx^Y*-^^ 


f' 


-Jx{a  +  u  +  cx^-»  dx  =  ^ f^ L  , 

mithin  nach  Nr.  4) 

^  '  2(m  +  l)c  J  2  c  dx 

und  nach  Restitution  des  Werthes  u  =  bx 

2  (w  +  1 )  c  2  Ct/ 

Ueberhanpt  erweist  sich  die  Formel  dann  als  nützlich,  wenn  ein  Factor 
der  zu  integrirenden  Function  die  Derivirte  des  andern  Factors  sein 
würde,  falls  gewisse  Bestandtheile  des  letzteren  (wie  vorhin  bx)  constant 
wären. 

Hiernach  unterliegt  es  auch  keiner  theoretischen  Schwierigkeit,  vor- 
läufig mehrere  Bestandtheile  der  Function  /  als  Constanten  zu  betrach- 
ten; die  allgemeine  Formel  dafür  ist 


//"Kl  «2»  •••  w„,a;)</ 


X 


=  / /("itw«?  •••  wn,i»?)^a?— ^    /    \^  ffitii^y^,  .^.u„,x)dx\-^dx, 

(Aus  einem  Briefe  des  Herrn  Dr.  Wobpitzky  in  Charlottenburg.) 
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selbst    für   den  Factor   ^   auf  der  rechten  Seite  \  za  setzen  ist),    und 
schreibt  sich 

Die  redncirte  Differentialgleichung  üt=0  wird  dnrch  die  Periodici- 
tätsmodnln  ÜT  und  IC'  oder  dnrch  u{l)  und  u{qo)  befriedigt,  und  man 
kann  daher  die  Lösung  der  completen  Differentialgleichung  durch  eine 
Quadratur  nach  x  (vergl.  Baltzer,  Determinanten,  §  10,4)  finden.  Be- 
rücksichtigen wir  die  bekannte  Gleichung 

er        ,dK  _-n 

0%  OK       4xx 

80  finden  wir  für  u  die  Lösung 


in  welcher  die  unteren  Grenzen  der  Integrale  noch  zu  bestimmen,    aber 
von  X  unabhängig  sind.     Hieraus  folgt 

N  1 


.,.=^«,-«^y../-^ 


»tl)»<»(i) 


00 

dk 


+,yi(>-i)*-/../pjj=^ 


!)'•(») 


und  durch  Vertauschung  der  In tegrationsroihen folgen 

1  X 

dx 


i)/(i-xi)(i-«A) 

0 

dx 


+  iVW^)K  f  J}- f 


x|)^(l-x|)(l-xi) 
0 

Die  Integrationen  nach  x  lassen  sich  ausführen,  da  ja 

1  — xA  2 


ß 


(l-x^)^(l-x|)(l-xA)        S-^    ^(l-x|)(l-xA) 


+  consi. 


ist,   und   so    folgt  denn  weiter,  wenn  an,  ani  von  x  unabhängige  Con- 
stanten sind, 

1 


OD 

—  xA    <fA 


t/jr +  aAr«  +  a  fÄ  TT  =- ■     1 / 


a(A)' 
0 
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=  2  ü-AT'ii^ e,» («)  +  iJ^lg  ( -  e  «  .  c        S         ) 

Setzt  man   nun  /^(— 1)  im  ersten  Falle  gleich  ain^   im  zweiten  — ain^ 
unter  a,  a'  ungerade  Zahlen  verstanden,  so  folgt  durch  Addition  wieder 

1  00 

tlÄ  +  ttÄÄ +  «  ITTÄ   =  ; :      /     -T 1 7TT  +  1 T    /  "-Z ; TTT- 


Die  ungeraden  Zahlen  a,  a  sind  ihrer  Natur  nach  unbestimmt,  weil 
u  unendlich  vieldeutig  ist, 

Freiburg  i.  B,  J.  Thomas. 


XXL   Ein&chBte  Formel  ftr  das  Volumen  des  Prismatoids. 

Im  XVI,  Jahrgang  dieser  Zeitschrift,  S.  534,  habe  ich  eine  Formel 
mitgetheilt  zur  Bestimmung  des  Flächeninhalts  eines  Polygons ,  wenn  die 
Seiten  a^,  Og,  ...,  On  und  deren  Winkel  a^,  Ojt  ***)  ^n  ^^^  einer  belie- 
bigen Richtung  gegeben  sind.     Dieselbe  heisst 

1)    f^^\^,  fl<*  «» 2 m  +^,    (  «<  *«« «<  ^,  öfc  ^05 ttjt  I  —  ^a*n  «w  2  a„ . 

Diese  Formel  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand  zur  directen  Volumenberech- 
nung der  Körper,  die  zuerst  Steiner  und  später  unabhängig  von  ihm 
und  auf  anderem  Wege  Wittstein  berechnen  lehrten,  und  die  von 
Letzterem  den  Namen  Prismatoid  erhalten  haben,  unter  welchem 
Namen  sie  jetzt  in  allen  neueren  Lehrbüchern  der  Stereometrie  betrachtet 
werden.  Ich  kann  also  die  Kenntniss  der  wichtigsten  Eigenschaften 
dieser  Polyeder  voraussetzen.  Legt  man  parallel  zu  den  beiden  Grund- 
flächen des  Prismatoids  eine  Durchschnittsebene,  so  schneidet  dieselbe 
die  Oberfläche  des  Prismatoids  in  einem  Polygon,  dessen  Seiten  der 
Reihe  nach  den  Seiten  der  beiden  Grundflächen  (beziehungsweise  den 
Grundkanten)  parallel  sind  und  ihrer  Länge  nach  sich  als  lineare  Func- 
tionen einerseits  dieser  Seiten,  andererseits  des  Abstandes  der  Durch- 
schnittsebene von  einer  der  Grundflächen  erweisen.  Seien  nun  G  und  g 
die  beiden  Grundflächen,  x  der  Abstand  des  Durchschnittes  ^  von  G,  so 
ergiebt  sich  /l  bei  Anwendung  der  Formel  1)  als  eine  ganze  Function 
Mwat^*^  ^»i^des  von  x. 


■f.' 
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Setzen  wir  4d=  ax^-i-bx  +  c,  so  lassen  sich  a,  6,  c  und  mithin 
auch  J  für  alle  Werthe  von  x  bestimmen,  wenn  der  Werth  von  J  für 
drei  Werthe  von  x  bekannt  ist. 

Wählt  man  mit  Steiner  und  Wittstein  als  Omndlage  zn  diesen 
Berechnungen  die  beiden  Grundflächen  G  und  p  und  den  sogenannten 
mittleren  Durchschnitt  i>,  so  hat  man,  wenn  die  Höhe  ^^h  ge- 
setzt wird ,  zur  Bestimmung  von  a ,  6,  c  die  drei  Gleichungen 

c^G,     ah^  +  bh  +  c^g,     ^ah^  +  ^bh  +  c^^JD. 

Man  erhält  also 

_2(G  +  g)-4D             AD-ZG-g 
a j^, ,     6  = ,     c=G. 

Mit  Hilfe  der  Integralrechnung  oder  auch  auf  elementarem  Wege  *  findet 
man  für  das  Volumen   V  des  Prismatoids  die  Formel 

2)  V^^ah^  +  ^bh^  +  ch 

und,  wenn  man  hierin  für  a,  6,  c  die  obigen  Werthe  setzt,  die  bekannte 
Steiner-Wittstein'sche  Formel 


.=f(..+^'> 


Es  liegt  nun  die  Frage  nicht  sehr  fem,  ob  nicht  durch  passende 
Wahl  des  ausser  den  beiden  Grundflächen  zu  messenden  Querschnittes 
das  Messen  beider  Grundflächen  auf  das  von  einer  derselben  reducirt 
werden  könne,  ohne  dass  dadurch  eine  complicirtere  Formel  für  V  er- 
halten werde.     Setzen  wir,  um  diese  Frage  zu  beantworten,  voraus,  man 

kenne   den  Durchschnitt  ^  in    —   der  Höhe   über  G.   so  haben  wir  zur 

n 

Bestimmung  von  a  und  b  die  beiden  Gleichungen 

ah^  +  bh+G^g,     a^  +  b^  +  G^J. 

Man  erhält 

_  n^  +  w(yi~l)g  — w»^  w»^  — (li»— l)g  — y 

"*""  (fi-.l)Ä>  '        ""  (»i-l)Ä 

und 

'*)  ^  =  6^;^)[(2n-3)<^-(n-l)(n-3)C  +  n»^]. 

Für  n  =  3  folgt  hieraus 

5)  V^j{g  +  3J) 

und  für  n  =  l^,  also  für  a:  =  }A,  erhält  man 


*  Siehe  §  88  in  dAm  imter  der  Fresse  befindlichen  zweiten  Theile  meines 
Lehrbuches  d^  i*HeU  kürzlich  bei  Weidmann  in  B«tUa^ 

erschieiMn  i 
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6)  V'^jiG  +  3J), 

zwei  sehr  einfache  Formeln,  welche  heide  den  Satz  ausdrücken: 

Der  Inhalt  eines  Prismatoids  ist  gleich  einem  Prisma  von 
gleicher  Höhe,  dessen  Grundfläche  gleich  ist  einem  Viertel 
der  Summe  aus  der  einen  Grundfläche  and  dem  dreifachen 
ihr  parallelen  Durchschnitte,  welcher  ihren  Abstand  von  der 
andern  Grundfläche  im  Verhältnisse  von  2:1  theilt. 

Reducirt  sich  insbesondere  die  eine  Grundfläche  g  auf  eine  Kante, 
so  genügt  zur  Berechnung  des  Volumens  die  Ausmessung  des  Durch- 
schnittes ^  in  -J-  der  Höhe  und  man  hat 

Wertheim  a.  M.,  im  Mai  1877.  Johann  Karl  Bbokbs, 

Gymnaiialpiofeuor. 


XXn.   Oeometrisohe  Untersuchungen. 

I. 

Aus  der  bekannten  Formel  für  den  Halbmesser  des  um  ein  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  r  =  abc :  4J  folgt  durch  Projection  die  andere 

1)  jp=^/ji!:^i8i 

r 
nach  welcher  Formel  der  Flächeninhalt  E  einer  Ellipse  aus  dem  Umkreis- 
radius eines  ihr  eingeschriebenen  Dreiecks  und  den  zu  dessen  Seiten 
parallelen  Halbmessern  der  Ellipse  gefunden  werden  kann.  Fallen  die 
drei  Punkte  zusammen,  so  wird  ''12  =  ^28  = ''si  == ''»  ^  "^^'^  ^®^  Krüm- 
mungsradius an  dieser  Stelle  und  es  kommt  r  =  r^  :ab,  ein  bekannter 
Ausdruck. 

Die  Formel  1)  kann  noch  anderweitig  benützt  werden..  Sind  vier 
Punkte  ^|,  J^y  -^39  -^4  ^^^  Ellipse  deren  Schnittpunkte  mit  einem  Kreise 
vom  Radius  r,  so  gelten  weiter  die  Gleichungen 

2)  .  ^=^'-23'*S4''42-^ 

3)  E=n  r34 r^i  r,3  :  r, 

4)  £=zn  r^j  r,2  r^^  :  r. 

Die  Moltiplication  von  1)  mit  2)  und  3)  mit  4)  und  die  nachherige  Di- 
vision der  zwei  Producte  liefern  r\^  =  r^^j .  Nun  können  zwei  (verschie- 
den gerichtete)  Ellipsenhalbmesser  nur  dann  gleich  sein,  wenn  ihre  Rich- 
tungen zu  den  Axenrichtungen  der  Ellipse  symmetrisch  sind.  Also  folgt: 
Bilden  vier  Punkte  einer  Ellipse  ein  Kreisviereck,  so  sind  je  zwei  gegen- 
überliegende Seiten  desselben  gegen  die  Axen  der  Ellipse  gleich  geneigt 
[Dieser  Satz  (ohne  Beweis)  rührt  bekanntlich  von  Jacob  Steiner  her.] 
Lassen  wir  nun  drei  dieser  Punkte,  ^|,  ^g,  A^y  in  A  zusammeo- 
^  vrd  der  vierte  Punkt  A^  der  Schnittpunkt  ß  des   in  A  di» 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


Der.Brief«irechBel  zwischen  Lagrange  und  Ealer. 

Von 

Mobitz  Cantob. 


Als  Paul  Heinrich  vonFuHs  im  Jahre  1843  im  Auftrage  der  Peters- 
burger Akademie  die  beiden  stattlichen  Bände  herausgab,  welche  unter  dem 
Titel  Correspondance  malhemaiique  et  physique  de  quelques  celehret  geomrtres 
du  XVIII  siede  historisch  unschätzbare  Briefe  von  Euler,  von  6old- 
bach,  von  verschiedenen  Mitgliedern  der  Gelehrtenfamilie  Bernoulli 
u.  8.  w.  enthalten ,  da  stellte  er  auf  Seite  XXXV  der  Vorrede  die  mh^ 
liehe  Erscheinung  auch  noch  eines  dritten  Bandes  in  Aussicht.  Zu  diesem 
Zwecke  hoffe  er  durch  Vermittelung  von  C.  G.  J.  Jacobi,  der  f^r  diese 
Veröffentlichung  —  er  hätte  sagen  können:  für  Alles,  was  auf  die  G«» 
schichte  der  Mathematik  sich  bezog  —  das  lebhafteste  Intere-sse  an  den 
Tag  legte,  in  Besitz  einer  ganzen  Sammlung  von  Briefen  £uler*s  an 
Lagrange  zu  gelangen,  damals  das  Eigenthum  des  unermüdlichen,  in 
seinen  Mitteln  nicht  sehr  wählerischen  Sammlers  Libri.  Jener  3.  Band 
ist  bekanutlich  nicht  erschienen.  Dafür  kamen  1802  die  Oftrrm  pitUumm 
Euler's  heraus  nach  1844  in  unerwarteter  Weise  entdeckten  Manuscrip- 
ten.  Wieder  war  t^n  Paul  Heinrich  von  Fuss,  dem  die  Petersburger 
Akademie  den  Auftrag  ertheilt  hatte,  den  Druck  zu  überwachen,  und 
nach  dessen  18.05  erfolgtem  Tode  trat  Nicolaus  von  Fuss  in  die  Stelle 
den  Bruders,  im  1.  Baude  der  Opera  pontuma  S.  «^55 — 586  befindt^n  sich 
18  Briefe  Euler's  an  Lfgrange  aus  den  Jahren  1755 — 1775,  welche 
der  Heiausgeb#*r,  wi«*  es  in  der  Vorrede  S.  V^  heisst«,  zu  anderem  Zwecke 
gesammelt  hatte.  Jenes  vorerwähnte  Libri' sehe  Exemplar  war  dazu 
allerdings  nicht  benutzt  worden.  Dasselbe  ging  nämlich  am  17.  Januar 
1876  in  den  Besitz  des  Fürsten  Boncompagui  in  Rom  über,  dessen 
freundlichen  Mittlieilungen  wir  die  Thatsacbe  entnehmen,  dass  die  Libri - 
sehen  Briefe  kein«swq(s  die  Ongmalaitm^  soedem  nur  Abschriften  seien, 
während   dem  Abdj»dk  '  Qripnalien  selbst  zu 

« 
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geber  der  Opera  posiuma  beigefügte  Änmerknngcn ,  von  denen  gleich  noch 
die  Rede  sein  wird.  Wie  nnd  wann  zwischen  1843  und  1862  die  Ori- 
ginalbriefe nach  Petersburg  kamen,  wohin  sie  dann  gelangten,  ist  zweifel- 
haft. Am  Wahrscheinlichsten  dürften  sie  sich  unter  dem  Nachlaase  La- 
grange* s  befinden,  welcher  Eigenthum  der  Bibliothek  der  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Paris  ist  und  nunmehr  zur  Besorgung  der  6e- 
sammtausgabe  von  Lagrange^s  Werken  unter  der  Leitung  von  Herrn 
J.  A.  Serret  dient. 

Waren  indessen  die  Briefe  Euler^s  an  Lagrange  für  das  mathe- 
matische Publikum  seit  1862  im  Abdrucke  vorhanden,  so  verhielt  es  sich 
ganz  anders  mit  den  Briefen  Lagrange^s  an  Euler.  Sie  schienen 
verloren,  bis  Professor  Somof  (der  Wissenschaft  am  8.  Mai  1876  ent- 
rissen) Ende  1872  wenigstens  einen  Theil  derselben  in  dem  Archive  des 
Conferenzensaales  der  Petersburger  Akademie  entdeckte.  Vier  Briefe 
gehörten  einem  Convolute  an,  welches  die  Aufschrift  trägt:  L.  Euler^s 
Briefwechsel  1749  bis  1755,  sieben  Briefe  einem  zweiten  Convolute  mit 
der  Aufschrift:  L.  Euler's  Briefwechsel  1756  bis  1766.  Sie  gehören  also 
s&mmtlich  der  Zeit  an,  zu  welcher  Euler  sich  in  Berlin,  Lagrange  in 
Turin  aufhielt,  und  entsprechen  den  zehn  aus  Berlin  datirten  Briefen 
Euler^s  in  den  Opera  posiuma  I  S.  555 — 568,  welche  in  einer  Note  zu 
8.  556  als  von  Euler  eigenhändig  geschrieben  bezeichnet  werden.  Die 
acht  aus  Petersburg  datirten  Briefe  (Opera  postumn  I  S.  568  —  588)  sind 
dagegen,  einer  zweiten  auf  S.  568  befindlichen  Anmerkung  zufolge,  von 
der  Hand  derjenigen  Schüler  Euler^s,  die  seit  seiner  Augenkrankheit  ihm 
Secretärsdienste  zu  leisten  pflegten,  Job.  Albert  Euler,  J.  A. Lezelli 
W.  L.  Krafft  und  Nicolaus  Fuss.*  Die  Briefe  Lagrange's  an  Euler 
aus  diesem  zweiten  Zeiträume  sind  noch  nicht  wieder  aufgefunden  worden. 
Ob  Spuren  von  ihnen  in  Paris  nachweisbar  sind,  ist  bei  der  fast  Über- 
grossen  Geheimthuerei  des  dortigen  Herausgebers  für^s  Erste  nicht  zu 
ermitteln.  Nachdem  Fürst  Boncompagni  von  dem  Dasein  der  genann- 
ten elf  Briefe  durch  eine  Mittbeilung  von  Prof.  Somof  von  Ende  No- 
vember 1872  Kunde  erhalten  hatte,  beschloss  er,  die  Veröffentlichung 
derselben  sich  angelegen  sein  zu  lassen,  und  so  haben  wir  jetzt  deren 
photolithographische  Wiedergabe  vor  uns  unter  dem  Titel :  Lettres  medites 
de  Joseph  Louis  Lagrange  ä  Leonard  Euler  tireesjies  archives  de  la  solle  des 
Conferences  de  Vacademie  imperiale  des  sciences  de^ßL  Pelersbourg  ei  publiees 
par  B,  Boncompagni,  Saini -  Peiersbourg  MDCCCLXXVII,  Ein  ziemlich  aus- 
führlicher Beriebt  über  diese  nach  Form  und  Inhalt  gleich  hervorragende 


*  Diese  beiden  Anmerkungen,  auf  die  vorher  zum  Beweise,  dass  der  Abdruck 
in  den  Opera  postwna  auf  den  Originalbriefen  beruhe,  abgehoben  wurde,  finden 
sich  lAmlich  nicht  auch  in  der  Libri' sehen  Abschrift,  aus  der  die  Briefe  folglich 
nloht  entnommen  sein  können,  wie  Fürst  Boncompagni  uns  auf  Anfrage  freund^ 
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halt  hinter  sich,  war  seit  1744  Director  der  mathematischen  Classe  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin ,  in  welcher  Stellung  er  bis  1 766 
verblieb,  worauf  Lagrange  sein  Nachfolger  wurde.  Ausser  zahlreichen 
Abhandlungen  hatte  er  schon  seine  Mechanik  (1736 — 1742),  seine  Ein- 
leitung in  die  Analysis.  des  Unendlichen  (1748),  seine  Meihodus  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  propnetaie  gaudentes  (1741),  sämmtlich  in 
lateinischer  Sprache,  durch  den  Druck  bekannt  gemacht. 

Auf  der  einen  Seite  sehen  wir  also  einen  hochberühmten  Gelehrten 
in  der  vollen  Kraft  seiner  von  Europa  bewunderten  Leistungen ,  auf  der 
andern  Seite  einen  unbekannten  Anfänger,  dessen  Lebensjahre  ihn  fast 
noch  zum  Knaben  stempeln  würden,  wenn  die  Reife  seiner  Gedanken 
ihn  nicht  als  Mann  bezeichnete. 

1.  Am  28.  Juni  1754  richtete  Lagrange  seinen  ersten  Brief  an 
Eni  er.  Die  Jahreszahl  ist  zwar  nicht  beigefügt,  aber  unzweifelhaft  hat 
Herr  Genocchi  mit  Recht  angenommen,  sie  könne  nur  1754  gewesen 
sein.  An  1753  etwa  zu  denken,  verbietet  neben  einem  noch  zu  er- 
wähnenden umstände  das  damals  allzujugendliche  Alter  des  Briefstellers, 
und  1755  ist  aus  anderen  Gründen  unmöglich.  Der  bekannte  Brief  an 
Fagnano  nftmlich,  welcher,  durch  den  Druck  vervielfältigt,  die  erste 
Veröffentlichung  von  Lagrange  und  zugleich  seine  einzige  Veröffent- 
lichung in  italienischer  Sprache  bildet,  rührt  vom  23.  Juli  1754  her,  und 
der  Brief  an  Eni  er,  der  Hauptsache  nach  mit  jenem  übereinstimmend, 
wäre  gewiss  nicht  geschrieben  worden,  wenn  Lag  ränge  statt  seiner  ein 
gedrucktes  Exemplar  hätte  überreichen  können,  ganz  abgesehen  davon, 
dass  Lagrange  noch  1754  erfuhr,  seine  vermeintliche  Entdeckung  sei 
nicht  neu ,  dass  er  darüber  die  weitere  Beschäftigung  mit  mathematischen 
Gegenständen  fast  verschwor  und  somit  sicherlich  nicht  ein  halbes  Jahr 
später  noch  darüber  schreiben  mochte,  wie  er  es  in  dem  Briefe  an  Euler 
gethan  hat  Es  handelt  sich  um  die  Vergleichung  der  beiden  Formeln, 
welche  den  «*''"  Differentialquotienten  des  Productes  n,v  und  die  w*^  Po- 
tenz der  Summe  m  +  p  darstellen,  um  den  Nachweis  der  Identität  der 
dabei  auftretenden  Coefficienten ,  um  die  Bemerkung,  dass  die  Vertau- 
schung von  n  mit  —  n  die  Differentiation  in  eine  Integration  übergehen 
lasse.     Gelegentlich  des  speciellen  Falles,  der  in  der  Reihe 

.T*   dif        a*     (t^y  .X*       d^y 
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sich  kundgiebt,  fragt  Lagrange,  ob  das  nicht  die  Reihe  sei,  welche 
schon  längst  Leibnitz  angegeben  habe?  Auch  in  dem  gedruckten  Briefe 
an  Fagnano  stellt  Lagrange  eine  auf  diese  Reihe  bezügliche  Frage, 
nur  heisst  sie  dort,  und  mit  Recht,  ob  die  Reihe  niclit  die  des  Johann 
Bernoulli  sei,  welcher  sie  im  Novemberhefte  1694  der  Jela  KrudHomm 
veröffentlicht  habe?  Die  besondere  Reihe  ist  in  der  That  Eigenthum 
roo  JobMon  Bernoulli  und  an  dem  genannten  Orte  zuerst  mitgetheilt. 


6  Uiüioriiicb  •  literaritfcLe  Abikeilimg. 

gemacht  babeD  werde.  Diese  Stelle  war  schon  F.  Giesel  in  aeiuem 
Torgauer  Programm  von  1857:  „Geschichte  der  Variationsrechnung,  I.ThL^^ 
nicht  entgangen.  Unter  Anmerkung  98  ist  sie  abgedruckt.  Heute  be- 
sitzen wir  nun  die  Briefe  selbst,  in  welchen  Lagrange  dem  Verfasser 
der  Mclhodus  inveniendi  etc.  die  später  so  wichtig  gewordene  Erfindung  des 
Zeichens  d  zur  Unterscheidung  der  Variationen  ron  gewöhnlichen  Difife- 
rentiationen  und  die  Anwendung  desselben  mittheilt.  Der  Brief  vom 
12.  August  1755  insbesondere  liest  sich  wie  ein  Excerpt  aus  der  Abhand- 
lung von  1762,  wenn  wir  nicht  wüssten ,  dass  er  derselben  um  7  Jabre 

vorhergeht.     Die  drei  allgemeinen  Fälle  j Z  (so  schreibt  Lagrange  auch 

noch  in  den  Le^ons  sur  le  calvul  des  fonctions  von  1806  S.  437  und 
häufiger,  ohne  dass  ein  Difi'erential  angegeben  wäre,  nach  welchem  inte- 
grirt  werden  soll)  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  je  nach- 
dem Z  nur  die  Veränderlichen  x,  y  und  die  Ableitungen  von  y,  oder 
ausserdem  noch  eine  Integralfunction  77  von  einem  andern ,  in  Bezug  auf 
seine  letzten  Bestandtheile  dem  Z  ähnlich  zusammengesetzten  (Z)  ent- 
halten soll,  worauf  6[Z)  entweder  von  d77  frei  sein  oder  dasselbe  ent- 
halten kann,  werden  wie  in  dem  Essai  dune  nouveUc  methode  unterschie- 
den und  unter  Anwendung  fast  der  gleichen  Buchstaben  in  allgemeiner 
Weise  behandelt.  Im  Aufsätze  steht  nur  Z\  wo  im  Briefe  (2)  geschrie- 
ben ist.  Besondere  Beispiele,  sagt  Lagrange,  könne  er  lösen,  aber  er 
geht  für's  Erste  nicht  darauf  ein.  Eüler  antwortete  unter  dem  6*  Sep- 
tember 1755  und  äusserte  die  entschiedenste  Anerkennung  der  neuen 
Methode,  in  welcher  er  einen  bedeutenden  Fortschritt  gegenüber  von 
seinen   eigenen   Forschungen   erkenne.     Bemerkenswert!!   ist  etwa,   dass 

Euler  das   JZ  statt   jZdx  ausdrücklich  hervorhebt,  um  es  dadurch  zu 

erläutern,  dass  er  beifügt,  Lagraugo  betrachte  eben  dx  als  Einheit. 

3.  Euler*8  Antwort  traf  zu  einer  für  Lagrange  ereignissvollen 
Zeit  ein.  Der  erst  197^  Jahre  alte  Gelehrte  war  zum  Professor  an  der 
Artillerieschule  zu  Turin  ernannt  worden.  Die  unentbehrlichsten  Vor- 
bereitungen für  den  ihm  übertragenen  Unterricht  verzögerten  seine  Er- 
widerung etwa  5  Wochen  lang,  bis  er  dann  am  20.  November  1755  die 
Müsse  fand,  Euler  neue  Fortschritte  der  Variationsrechnung  mitzuthei- 
len,  insbesondere  ihm  auseinanderzusetzen  >  wie  weit  die  Aufgabe  der 
Brachistochrone  in  seinen  Händen  sich  entwickelt  hatte.  Euler  hatte 
bei  seinen  Arbeiten  über  dieses  Problem,  welches  bereits  geschichtliche 
Wichtigkeit  besass,  gleich  seinen  Vorgängern  nur  den  Fall  betrachtet, 
dass  ein  materieller  Punkt  unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  in  kürzest- 
möglicher  Zeit  von  einem  Punkte  A  nach  einem  andern  Punkte  B  g^ 
langen  sollte.  Lagrange  Hess  dagegen  den  materiellen  Punkt  von  A 
MUS  DMcli  ir^ad  einem  Punkte  einer  gegebenen  Curve  (Z>  fallen  und  fand 
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in  einem  Briefe  vom- 19.  Mai  1756  bemerkte  er  mit  Euler^s  ErlHoterung 
der  verschiedenen  Umformungen  der  betreffenden  Differentialgleichungen 
sich  durchaus  einverstanden  und  in  zur  Veröffentlichung  bestimmten  Ar- 
beiten über  Variationsrechnung  kam  er  auf  den  Gegenstand  niemals  au- 
rück.  Sein  Irrthum  beruhte  nämlich  darauf,  dass  er  aus  der  Gleichung  Z  =  0, 
welche  die  Differentialgleichung  der  die  Eigenschaften  eines  Grössten 
oder  Kleinsten  besitzenden  Curve  darstellt,  durch  weitere  Differentia- 
tionen, welche  bei  Gelegenheit  factorenweiser  Integrationen  eintreten,  die 
au  sieh  berechtigten  und  zur  Einführung  von  Bedingungen  auch  heute 
dienenden  Folgerungen  9Ze=0,  ö*£  =  0  u.  s.  w.  zog,  dann  aber  ohne 
Weiteres  die  Integration  von  ^Z  =  0,  beziehungsweise  von  6^Z  =  0 
vornahm,  wodurch  Glieder  neu  hinzukommen,  welche  der  eigentlichen 
Aufgabe  nicht  angehören,  und  das  hatte  ihm  Euler  in  seiner  Antwort 
bemerklich  gemacht. 

4.  Ein  weiterer  Brief  Lagrange^s  muss  etwa  im  Monat  März  1756 
geschrieben  worden  sein,  der  jedoch  in  der  Sammlung  fehlt.  Euler 
beginnt  wenigstens  das  Autwortsschreibeu  vom  24.  April  mit  der  Empfangs- 
anzeige zweier  Briefe,  deren  erster,  ,,am  Ende  des  verflossenen  Jahres** 
eingetroffen,  mit  dem  Briefe  vom  20.  November  1755  sicherlich  identisch 
ist,  während  der  zweite,  „neuerdings**  geschriebene  offenbar  als  uns  heute 
fehlend  bezeichnet  werden  muss.  lieber  ^n  Inhalt  desselben  ist  au8 
Euler's  Antwort  ebenso  wenig,  wie  aus  Lagrange*s  späteren  Briefen 
irgend  eine  Andeutung  zu  entnehmen.  Euler  zeigte  die  erhaltenen 
Briefe  dem  Präsidenten  der  Berliner  Akademie,  Maupertuis,  der  be- 
kanntlich von  Friedrich  dem  Grossen  eigens  zu  diesem  Amte  nach  Berlin 
berufen,  demselben  bis  zu  seinem  1759  erfolgenden  Tode  vorstand,  auch 
nachdem  er  Berlin  wieder  verlassen  hatte.  Nach  dem  Tode  von  M  au  per- 
tuis  blieb  die  Stelle  nach  erfolglosen  Unterhandlungen  mit  D^Alembert 
unbesetzt,  d.  h.  der  König  behielt  sich  das  Ernennungsrecht  der  Mit- 
glieder und  die  Oberleitung  der  Akademie  von  nun  an  selbstständig  vor. 
Im  Frühjahr  1756  dagegen  war  die  Machtvollkommenheit  des  Präsidenten 
der  Akademie  eine  ziemlich  unumschränkte,  auch  über  den  unmittelbaren 
Kreis  seiner  Befugnisse  hinaus.  Das  Urtheil  über  Maupertuis  hat  im 
Laufe  der  Jahre  sehr  gewechselt.  Während  er  selbst  seinen  Ruhm  über 
die  Maassen  ausposaunte  und  gläubige  Zuhörer  fand,  ging  Lalande  in 
dem  von  ihm  bearbeiteten  IV.  Bande  des  Montucl ansehen  Ge^chichts- 
w^rkes  so  weit,  die  Erzählung  von  der  lappländischen,  unter  der  Leitung 
von  Maupertuis  ausgeführten  Gradmessung  mit  den  Worten  einzuleiten: 
„Maupertuis  wusste  den  Angenehmen  zu  machen,  Liedchen  zu  ver- 
fertigen ,  Guitarre  zu  spielen «  und  das  verhalf  ihm  zu  dem  von  ihm  ge- 
wjinschten  Auftrage.**  Die.  Wahrheit  dürfte  in  der  Mitte  liegen.  Ein 
Mann,  für  welchen  Euler  und  Lagrange  bei  jeder  Gelegenheit  die 
höchste  Achtung  an   den   Tag  legten ,  während  der  Erstere  wenigstens 
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Mecamqite  analylique  zu  erkennen ,  welche  in  erster  Ausgabe  1788  erschien. 
Ob  Spuren  jenes  ersten  Entwurfes  selbst  sich  irgendwo  nachweisen  lassen» 
ist  bis  jetzt  nicht  bekannt.  Eines  wissenschaftlichen  Inhaltes  entbehrt 
der  Brief  vom  19.  Mai  auch  nicht  gänzlich.  Eni  er  hatte  nämlich  «m 
24.  April  ein  interessantes  Problem  augeregt.  Wenn  ein  schwerer  Punkt« 
der  auf  derselben  Horizontallinie  mit  dem  Anfangspunkte  einer  Verti- 
kalen liegt,  sich  durch  eine  Viertelellipse  nach  jener  Vertikalen  hinsu- 
bewegen  genöthigt  ist,  deren  halbe  grosse  Axc  die  Entfernung  der  ge- 
nannten beiden  Punkte  darstellt ,  während  die  halbe  kleine  Axe  auf  der 
Vertikalen  selbst  abgeschnitten  ist,  wie  gross  ist  ebendiese  halbe  kleine 
Axe  zu  wählen,  damit  die  Bewegungszeit  des  fallenden  Punktes  ein 
Minimum  werde.  Eni  er  selbst  gab  alsh  durch  Annäherung  gefundenen 
Werth  ^  =  M^^/g,  fragte  aber  zugleich  nach  der  Möglichkeit  einer  direeten 
Auflösung.  Lagra uge  stellt  nun  die  Möglichkeit  einer  anderen  als 
näherungsweise  verfahrenden  Auflösung  in  Abrede,  weil  die  gegenseitige 
Abhängigkeit  der  beiden  Grössen  a  und  b  durch  ein  Integral  vermittell 
sei,  dessen  Auswerthung  nur  in  Keihenform  möglich  sei.  Er  bezieht  lieh 
dabei  auf  Euler' s  Abhandlung  im  7.  Bande  der  Petersburger  Akademie, 
womit  offenbar  die  Abhandlung  gemeint  ist:  De  inßniiis  curvis  ejusdem 
generis  sive  melheäus  invenienäi  acqualiones  pro  infinitis  curvis  ejusdem  generis 
{Comment,  Jcad.  Pelrop,  VlI,  1740).  Lagrange  behielt  sich  vor,  auf  den 
Gegenstand  zurfickzukommen ,  was  aber  nicht  geschehen  zu  sein  scheint. 
Inzwischen  war  Manpertuis  von  Berlin  abgereist  und  hielt  sich  in 
8t.  Male  in  der  Bretagne  auf.  Mit  ihm  musste  Euler  sich  wegen  den 
geschäftliehen  Theiles  des  Briefes  in  schriftliche  Verbindung  setzen  und 
so  dauerte  es  bis  zum  2.  September  1756,  bevor  er  Lagrange  in  einem 
Billet  anzeigen  konnte,  dasa  er  an  demselben  Tage  zum  auswärtigen 
Mitgliede  der  Berliner  Akademie  unter  allgemeiner  Zustimmung  ernannt 
worden  sei  und  gleichzeitig  mit  dieser  Mittheilung  auch  das  betreffende 
Diplom  erhalten  werde;  die  Adresse  von  Maupertuis  wird  zugleich 
beigefügt  mit  der  Aufforderung,  diesem  ihm  so  wohlwollenden  Manne 
einen  Dankbrief  zu  schreiben. 

6.  Die  Ernennung  Lagrange 's  zum  auswärtigen  Akademiker  war 
bereits  in  die  beginnenden  Wirren  des  siebenjährigen  Krieges  gefalleui 
da  schon  im  August  der  Einmarsch  der  Truppen  König  Friedrich's  in 
Sachsen,  am  10.  September  die  Einnahme  von  Dresden  erfolgte.  Es  ist 
kaum  zweifelhaft,  dass  in  diesem  Kriegsausbruche  der  Grund  zu  suchen 
ist,  weshalb  die  zweite  Hälfte  des  Planes,  den  Maupertuis  zu  Gunsten 
Lagrange's  gefasst  hatte,  die  persönliche  Anstellung  in  Preussen,  da- 
mals unerfüllt  blieb  und  erst  1766  sich  verwirklichte,  als  Eni  er  zum 
zweiten  Male  nach  Petersburg  übersiedelte  und  Lagrange  statt  seiner 
zum  Director  der  mathematischen  Classe  der  Berliner  Akademie  mit  dem 
/Ur  Jene  Zeit  gebr  hohen  Jahresgehalte  von  Thlr.  1500  ernannt  wurde. 
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zengleichuDgeu  und  Differentialgleichungen  nachgewiesen.  Der  dritte  Auf- 
satz, auf  welchen  allein  Lagrange  Euler  mit  einer  gewissen  Selbst- 
befriedigung hinweist,  enthält  die  berühmten  Recherches  sur  Ja  tiaiure  et 
la  propagation  du  son,  die  in  dem  zweiten  und  dritten* Bande  der  Turiner 
Abhandlungen  fortgesetzt  wichtige  Beiträge  zur  damals  noch  gans  neuen 
Lehre  von  den  periodischen  Reihen  bildeten.*  Ausser  auf  diese  Unter- 
suchungen, deren  Bedeutung  für  Eni  er  schon  darin  liegen  musste,  dass 
hier  von  einem  ganz  andern  Gesiditspunkte  aus,  als  er  selbst  zum  Aus- 
gange gewählt  hatte,  fast  die  gleichen  Ergebnisse  gewonnen  und  dem 
gemeinsamen  wissenschaftlichen  Gegner  D'Alembert  frische  Einwürfe 
entgegengehalten  wurden,  machte  Lagrange  seinen  Correspondenten 
auch  auf  die  Arbeit  eines  zu  den  schönsten  Hoffnungen  berechtigenden 
Schülers  der  Artillerieschule  aufmerksam,  auf  die  Reflexions  sur  tes  quan- 
liies  imaginaires  von  Daviet  deFoncenex.  Wohl  durfte  er  das,  denn 
auch  hier  war  mit  unbestreitbarem  Talent  Neues  entwickelt,  auch  hier 
begegnete  Euler  auf  jeder  Seite  sein  eigener  Name,  begegneten  ihm 
Angriffe  gegen  D*Alembert,  freilich  in  höflichster  Form,  aber  immer- 
hin Angriffe,  offenbar  der  Mehrzahl  nach  von  Lagrange  beeinflusst,  in 
einem  Falle,  wo  es  sich  um  ein  bei  der  Anziehung  einer  sphärischen 
Oberfläche  auf  einen  Funkt  auftretendes  Paradoxon  handelte,  sogar  von 
Lagrange  unterschrieben,  welcher  diese  Polemik  als  Anmerkung  zu  dem 
Aufsatze  seines  Schülers  führte.  So  lässt  sich  dem  ersten  Bande  der 
Turiner  Abhandlungen  als  Gesammturtheil  das  Lob  erthcilen,  Neues  und 
Wichtiges  in  überraschender  Menge  veröffentlicht  zu  haben ,  wenn  man 
zugleich  den  leisen  Tadel  hinzufügt,  es  sei  mit  einer  gewissen  Vorliebe 
auf  Streitpunkte  eingegangen,  auch  wo  eine  Notliwcndigkeit  dazu  nicht 
vorlag,  und  eine  Verehrung  Euler^s  trete  uebcii  einer  Abneigung  gegen 
Ü^Alembert  nur  um  so  schärfer  hervor.  Endlich  fragt  L agrau ge  in 
dem  Briefe  vom  28.  Juli  1750  nach  dem  gegenwärtigen  Aufenthalt  von 
Maupertuis.  Er  kounte  noch  nicht  ahnen,  dasK  dieser  gerade  einen 
Tag  vorher,  am  27.  Juli,  in  Basel  gestorben  war,  und  beabsichtigte,  ihm 
und  Euler,  beziehungsweise  der  Berliner  Akademie,  eine  grössere  Ar- 
beit handschriftlich  vorzulegen ,  welche  die  Variationsrechnung  und  deren 
Anwendung  auf  Mechanik,  letztere  Wissenschaft  vollständig  aus  dem 
Princip  der  kleinsten  Action  entwickelt,  zum  Gegenstände  haben  sollte. 
Violleicht  könne,  so  meint  er,  die  Schrift  in  Berlin  erscheinen,  was  vielen 
Druckschwierigkeiten  vorbeugen  würde;  doch  beiiält  er  sich  vor,  über 
diesen  Gegenstand  nochmals  zu  schreiben,  möglicherweise  bevor  noch 
dieser  Brief  angekommen  sein  werde. 

*  Vergl.  über  die  Stellung  dieser  Aufsätze  von  Lagrau^e  zu  denen  von 
Taylor,  D*Alembert,  Euler,  Dan  BcrnouUi  die  Habilitationsschrift  llie- 
mann's:  Ueber  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch  eine  trigonometrische 
Reihe.    BiemAun'»  gesammelte  Werke  S.  218—218. 
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Enlcr^s  Antwort  auf  dem  Umwege  über  Genf,  wo  der  Postdirector  Dn- 
rade  die  weitere  Vermittelung  an  den  Turiuer  Postdirector,  dieser  an 
Lagrange  übernehmen  werde.  Offenbar  war  dieses  der  von  Schwierige 
keilen  nicht  freie  Weg,  von  welchem  im  Briefe  vom  28.  Juli  die  Rede 
war.  Die  Briefe  kamen  an,  und  die  Antwort  Eule r*s  trägt  das  Datum 
des  2.  October,  den  Empfang  des  Baches  dagegen  war  er  erst  am  27.  Oc- 
tober  in  der  Lage,  anzeigen  zu  können.  Wir  Übersetzen  cunige  Stellen 
aus  dem  Briefe  vom  2.  October,  welche  geeignet  sind,  anf  das  früher  an- 
gedeutete persönliche  Verhältniss  Euler'szu  Maupertuis  und  D*Alem- 
bert  einiges  Licht  zu  werfen.  .  „Ihr  Brief  kam  nach  dem  Tode  nnaers 
würdigen  Präsidenten  in  meine  Hände.  Ich  bin  durch  diesen  Unfall  nm 
so  schwerer  betroffen ,  als  ich  den  besten  Gönner,  den  süssesten  Freund 
verliere  ...  Das  Gerücht  geht,  die  Stelle  des  Präsidenten  mit  sehr  hohem 
Gehalte  sei  für  D^Alembert  bestimmt;  ob  es  in  diesem  Falle  für  Sie 
gerathen  ist,  Ihr  Werk  hierher  zu  schicken,  mögen  Sie  selbst  beurthei- 
len  ...Ich  freue  mich,  dass  Sie  meiner  Lösung  der  schwingenden  Saite 
beipflichten,  welche  D^Alembert  durch  verschiedene  Nörgeleien  zu  ent- 
kräften versucht  hat,  und  zwar  aus  dem  einzigen  Grunde,  weil  sie  nicht 
von  ihm  herrührt.^'  Alsdann  wendet  Euler  sich  zu  Lagrange^s  An- 
deutungen bezüglich  des  isoperimetrischen  Problems.  Er  freue  sich,  durch 
Lagran ge's  Bemühungen  den  Gegenstand  jetzt  zum  Gipfel  der  Voll- 
kommenheit  gebracht  zu  sehen.  Er  habe  selbst,  von  Lagrange^s  Be- 
merkungen Hilfe  empfangend,  jetzt  eine  analytische  Lösung  nieder* 
geschrieben,  welche  er  aber  zurückzuhalten  beschlossen  habe,  bis  L«- 
grange's  Untersuchungen  der  Oeffentlichkeit  übergeben  seien,  um  ihm 
Nichts  von  dem  ihm  gebührenden  Ruhme  zu  entziehen.  Das  sind  die 
ermunternden  Worte  Euler^s  vom  2.  October  1759,  auf  welche  La- 
grange  (wie  wir  unter  2  gesehen  haben)  im  Jahre  1769  zurückkam  und 
von  welchen  auch  unter  October  1762  die  Rede  sein  wird.  Der  Brief 
schliesst  mit  der  Mittheilung,  Euler  habe  inmitten  schwerer  Kriegszeiten 
mit  dem  Beginn  der  Ausarbeitung  seiner  der  Petersburger  Akademie 
längst  zugesagten  Integralrechnung  sich  beschäftigt.  Es  handle  sich  in 
ihr  um  die  Auffindung  voti  Functionen  einer  oder  mehrerer  Veränder- 
lichen aus  ihren  Differentialquotienten.  Für  Functionen  von  mehr  als 
einer  Veränderlichen  sei  fast  Alles  neu  zu  schaffen,  und  er  glaube  das 
Fundament  dazu  schon  gelegt  zu  haben,  ein  Ausspruch,  welcher  ge- 
schichtlich bedeutsam  sein  dürfte  als  erste  Aeusserung  des  Bewusstseins 
von  der  grossen  Schwierigkeit,  aber  auch  von  der  grossen  methodischen 
Tragweite  der  allgemeinen  Aufgabe,  partielle  Differentialgleichungen  zu 
integriren,  während  bisher  zwischen  Euler  und  D^Alembert  vornehm- 
lich nur  ganz  besondere  derartige  Gleichungen  in  Frage  gekommen  waren. 
In  den  nächsten  Wochen  nach  dem  2.  October  erhielt,  wie  schon  be- 
merktf  Eni  er  den  Band  der  Tnriner  Abhandluuf^en^  den  er  rasch  genug 
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erfahren  hahe ,  und  stellt  für  die  Mitte  des  folgenden  Jahres  einen  weite- 
ren Band  in  Aussicht,  der  allerdings  erst  erheblich  spftter,  nämlich  1762, 
die  Presse  verliess.  Euler  hatte  am  2.  Octoher  den  Wunsch  ausgesprochen, 
dass  die  freie  Vereinigung  Turiner  Gelehrter  sich  bald  staatlicher  Unter- 
stützung erfreuen  möge;  dieser  .Wunsch  werde,  meint  Lagrange,  am 
Ersten  in  Erfüllung  gehen ,  wenn  auswärtige  Gelehrte  ersten  Ranges  sich 
der  noch  jungen  Gesellschaft  gewogen  zeigen.  So  habe  Hall  er  ihnen 
Beiträge  zugesagt,  und  mit  dem  gleichen  Anliefen  wendet  sich  La* 
grange  nunmehr  an  Eni  er.  Bezüglich  der  Nothwendigkeit,  die  Schall- 
theorie im  Räume  zu  erörtern,  ist  Lagrange  mit  Euler  einverstanden. 
Von  diesem  allgemeineren  Standpunkte  aus  werde  sich  auch  wohl  die 
Abnahme  des  Schalles  erklären  lassen,  die  bei  blos  linearer  Ausdehnung 
nicht  an  und  für  sich  eintrete;  ob  übrigens  die  Abnahme  des  Schalles 
in  der  That,  wie  man  allgemein  annehme,  im  quadratischen  Verhältnisse 
der  Entfernung  stattfinde,  erscheint  Lag  ränge  zweifelhaft.  Auf  den 
Druck  seiner  Arbeiten  über  Variationsrechnung  und  Mechanik  kommt 
Lagrange  jetzt  nach  Maupertuis*  Tode  mit  keinem  Worte  zurück,, 
nur  über  deren  Inhalt  sagt  er  für  einen  nächsten  Brief  weitere  Auf- 
schlüsse zu  und  bemerkt  am  Ende,  er  habe  für  seine  Schüler  Elemente 
einer  Mechanik  und  einer  Differential-  und  Integralrechnung  verfasst. 
Von  der  ersteren  Schrift  war  unter  5  die  Rede,  die  letztere  ist  wenig- 
stens einem  Theile  nach  erhalten,  wie  Fürst  Boncompagni  im  VL  Bande 
seines  Bulletino  S.  150  (Jahrg.  1873)  nachgewiesen  hat.  Die  Bibliothek 
des  Herzogs  von  Genua  in  Turin  enthält  nämlich  eine  Handschrift  mit 
dem  Titel:  Principj  dt  Analisi  Sublime  deltali  da  La  Grange  alle  Reggie  Scuole 
di  Artiglieria,     Parte  prima,     Della  ieoria  Jlgebraica  delle  Curve, 

9.  Schon  am  26.  December  1759  Hess  Lagrange  einen  weiteren 
Brief  nachfolgen,  der  durchaus  der  Schalltheorie  gewidmet  war.  Die 
Untersuchung  einer  Fortpflanzung  der  Schallwelle  in  einem  Elcmentarkegel, 
dessen  Spitze  in  dem  Erschütterungspnnkte  liegt,  war  einer  der  neuen 
Ton  Lagrange  eingeschlagenen  Wege,  und  diesen  Fall  hatte  er  soweit 
erörtert,  dass  bei  ihm  die  im  Briefe  vom  24.  November  noch  angezwei- 
felte Abschwächung  im  quadratischen  Verhältnisse  der  Entfernungen  sich 
nachweisen  Hess,  ein  Gegenstand,  der  Lagrange  übrigens  durchaus 
nicht  ganz  klar  war,  wie  wir  gleich  noch  zu  bemerken  Gelegenheit  haben 
werden.  Mit  Hilfe  dieser  Elementarkegel  setzte  er  sicli  Kugeln  zusam- 
men, um  die  Fortpflanzung  des  Schalles  unter  der  Annahme  zu  studiren, 
dass   die  Wellen   als  Kugelschalen  weiter  gehen,   wohei  die  Differential- 

gleichung  ö-g  =^ö~2"l"^'' '  a*      auftrat.     Dann  verallgemeinerte  er  noch 
dieee    DJßereatMglelchung    zu    der    folgenden :    öT«  ~  ^*  ö  »  +  *" ^ ""o —  t 


18  HUtoriteh- literarische  Abtheilnng. 

Folgerungen  gefangen,  mit  welchen  auch  ein  jüngst  empfangener  Brief 
von  Daniel  Bernonlli  in  Einklang  stehe,  und  erklärt  seine  frühere 
anderweitige  Behauptung  durch  einen  bei  der  Integration  eingeschlichenen 
Rechenfehler.  Bemerken  wir  gleich  hier,  dass  E  u  1  e  r  unter  dem  24.  Juni 
1760  diesen  Zweifeln  durch  die  Erl&uterung  ein  Ziel  setzte,  die  Stärke, 
mit  welcher  ein  Schall  das  Gehörorgan  treffe,  hinge  von  zwei  Factoren 
ab,  von  der  Grösse  der  Schwingungen  und  von  der  Geschwindigkeit  der 
schwingenden  Theilchen ;  haben  also  beide  ein  der  Entfernung  umgekehrt 
proportionales  Maass,  so  muss  das  Product,  d.  i.  die  thatsächliche  Stärke  der 
Schallempfindung I  im  Quadrat  der  Entfernung  abnehmen.  Eben  dasselbe 
muss  auch  für  das  Licht  gelten ,  wenn  es  aus  Schwingungen  eines  elasti- 
schen Mittels  besteht,  und  so  erledige  sich  ein  von  Daniel  Bernoulli 
Lagrange  gegenüber  ausgesprochenes  Bedenken.  Denn  Lambert  habe 
in  seiner  Photometrie  die  Abschwächung  des  Lichtes  im  quadratischen 
Entfemungsverhältnisse  festgestellt,  ohne  von  der  Geschwindigkeit,  noch 
von  der  Grösse  der  Schwingungen  ein  Wort  zu  sagen.  Lagrange  ver- 
allgemeinert hierauf  die  am  26.  December  1759  schon  besprochene  Dif- 
ferentialgleichung   noch    weiter    zu    r* .  —j  =  r .  —^  +  mr.  ~-^- .      Auch 

sie  gehört  dem  Problem  der  Luftschwingungen  in  einem  Kegel  an,  aber 
unter  der  Voraussetzung  verschiedener  Dichtigkeiten  der  in  dem  kegel- 
förmigen Baume  enthaltenen  Luftmasse  i  und  für  m=:0  giebt  sie  die 
Schwingungen  von  Saiten  von  ungleicher  Dicke.  Die  Discussion  dieses 
letzteren  Falles  lässt  erkennen,  dass  im  Allgemeinen  derartige  Saiten, 
in  Schwingung  versetzt,  ihre  erste  (i estalt  nie  zum  zweiten  Male  wieder 
erlangen ,  somit  einen  gleichmässigen  Ton  hervorzubringen  nichl  .im  Stande 
sind,  was  mit  der  Erfahrung ,  dass  solche  Saiten  den  Musikern  falsch 
tönen,  in  Uebereinstimmung  steht.  Den  letzten  Gegenstand  'dieses  in- 
teressanten Briefes  bildet  die  Frage,  ob  die  Grösse  der  Schwingungen 
eine  Beschleunigung  ihrer  Fortpflanzung  zur  Folge  haben  könne,  eine 
Frage  von  Wichtigkeit,  indem  die  experimentellen  Geschwindigkeitsmes- 
sungen, wie  sie  s.  B.  Lacaille  1738  anstellte,  stets  eine  raschere  Ver- 
breitung ergaben,,  als  seit  Newton  theoretisch  herausgereclmet  worden 
war.  Lagrange  ist  geneigt,  aus  seinen  Formeln  die  Unmöglichkeit  der 
Beschleunigung  der  Fortpflanzung  durch  die  Grösse  der  Schwingungen 
anzunehmen,  „aber  ich  sträube  mich  dagegen,  über  diesen  Punkt  mich 
zu  entscheiden,  bevor  ich  Ihr  Urtheil  darüber  habe,  welches  ich  mich 
recht  sehr  beeile,  mir  zu  erbittenV.  In  der  Antwort  vom  24.  Juni  1760 
pflichtet  Euler  den  Schlüssen  Lagrange^s  bei.  Allein  er  geht  einen 
Schritt  weiter,  er  sucht  eine  anderweitige  Erklärung  für  jenen  Gegensatz 
zwischen  vorausberechneter  kleinerer  und  wirklich  gemessener  grösserer 
J^^i^^flanznn^sgesch windigkeit    des  Schalles.      Flüssige   Massen theilehen, 
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Sie  Oeometrie  der  Lage.  Vorträge  von  Dr.  Theodor  Reyb,  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Strassburg  i.  E.  2.  vermehrte 
Aufl.     1.  Abtheilung. 

Die  besten  deutschen  Lehrbücher  der  synthetischen  Geometrie  sind 
wohl  unbestritten:  Jacob  Steiner^s  Vorlesungen  über  synthetische  Oeo- 
metrie, bearbeitet  von  Schroeter,  und  Reye*s  Vorträge  über  Geometrie 
der  Lage.  Beide,  im  Jahre  1866  erschienen,  haben  in  kurzer  Zeit  die 
iweite  Auflage  erlebt,  das  erste  1876,  das  andere  1877.  Von  dA:  zwei- 
ten Auflage  des  letzteren  ist  allerdings  bis  jetzt  nur  die  erste  Abtheilung 
erschienen ,  diese  aber  in  erheblich  erweitertem  Dmfange.  In  dieser  neuen 
Auflage  enthält  sie,  wenn  auch  häufig  in  bedeutend  kürzerer  Form ,  fast 
denselben  Inhalt,  wie  die  St  ein  er*  sehen  Vorlesungen  von  den  Orund- 
gebilden  der  ersten  Paragraphen  bis  zu  den  Eigenschaften  des  Kegel- 
schnittnetzes in  den  letzten.  Nach  der  Definition  der  Grundgebilde  muss 
jedes  Lehrbuch  der  synthetischen  Geometrie  sofort  den  BegrifT  der  pro- 
jectivischen  Gebilde  feststellen.  Steiner  nennt  zwei  Gebilde  projecti- 
visch  aufeinander  bezogen,  wenn  zwischen  irgend  vier  Elementen  des 
einen  Gebildes  und  den  entsprechenden  des  andern  Gleichheit  der  Dop- 
pelverhältnisse stattfindet.  Um  die  bei  dieser  Definition  notbwendige 
Bechi^ung  zu  vermeiden  und  „zur  Erkenntniss  der  geometrischen  Wahr- 
heiten durch  directe  Anschauung  zu  gelangen'^  folgt  Reye  dem  von 
Stau  dt  eingeschlagenen  Wege.  Der  Begvifl*  des  harmonischen  Gebildes 
wird  durch  directe  stereometrische  Betrachtungen  gewonnen;  ebenso  un- 
mittelbar folgt  der  Satz:  Aus  einem  harmonischen  Gebilde  ergeben 
sich  durch  Projiciren  und  Schneiden  immer  wieder  harmonische  Gebilde. 
Die  perspectivische  Lage  der  Grundgebilde  giebt  dann  die  Veranlassung, 
diese  aufeinander  zu  beziehen,  so  dass  jedem  Elemente  des  einen  ein 
Element  des  andern  und  jeder  stetigen  Aufeinanderfolge  von  Elementen 
des  einen  Gebildes  eine  stetige  Aufeinanderfolge  von  Elementen  des  an- 
dern entspricht;  es  folgt,  dass  je  vier  harmonischen  Elementen* des  einen 
vier  harmonische  Elemente  des  andern  entsprechen.  Zur  projecti vischen 
Beziehung  gelangt  der  fünfte  Vortrag  ungefähr  mit  folgenden  Worten: 
„  Werden  zwei  einfönnige  Grandgebilde  auf  ein  und  dasselbe  dritte  per- 
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Dung  führen  die  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde  zweiter  Ordnung. 
Der  12.  Vortrag  ist  den  involutorischen  Gebilden  gewidmet;  der  14.  be- 
handelt die  Aufgaben  zweiten  Grades,  deren  Auflösung  auf  die  bekannte 
St  ein  er*  sehe  Construction  zurückgeführt  wird.  Diese  Aufgaben  geben 
Anlass,  in  der  neuen  Auflage  den  Begriff  der  imaginären  Elemente  in 
die  synthetische  Geometrie  einzuführen ,  und  zwar  geschieht  es  hier  durch 
den  Satz,  dass  zwei  projectivische  Gebilde  auf  demselben  Träger  zwei 
reelle  oder  conjugirt  imaginäre  Elemente  entsprechend  gemein  haben. 

Zu  diesen  zwölf  Vorträgen,  welche  die  reine  Geometrie  der  Lage 
behandeln  und  die  man  ohne  irgendwelche  mathematische  Vorkenntnisse 
verstehen  kann ,  gesellen  sich  drei  über  metrische  Relationen  der  Kegel- 
schnitte. Sie  behandeln  namentlich  die  Durchmesser,  Alen,  Brennpunkte 
und  —  neu  in  dieser  Auflage  hinzugekommen  —  die  Hauptkxen  und 
Symmetrieebenen,  Focalazen  und  cyklische  Ebenen  einer  Kegelfiäche 
zweiter  Ordnung.  Wie  schon  das  Vorwort  erwähnt,  sind,  „um  den  Zu- 
sammenhang mit  der  analytischen  Geometrie  herzustellen^*,  in  dem  Vor- 
trage über  die  Durchmesser  neu  hinzugefügt  die  Ableitungen  der  Gleich- 
ungen der  Curven  zweiter  Ordnung. 

Als  bedeutendste  Aenderung  giebt  der  Verfasser  selbst  an  die  Hinzu- 
fügung  von  213  Aufgaben  und  Lehrsätzen,  die  in  15  Abschnitte  getheilt 
sind.  Von  diesen  entsprechen  neun  den  gleichnamigen  Vorträgen;  ein 
zehnter  behandelt,  gestützt  auf  das  Princip  der  reciproken  Kadien,  die 
Kreisverwandtschaft,  und  der  elfte  die  geradlinigen  Flächen  dritter  Ord- 
nung» als  Erzeugnisse  zweier  projectivischen  Punktreihen  erster  und  zwei- 
ter Ordnung. 

Der  Schwerpunkt  der  Aenderung  liegt  aber  unbedingt  in  den  letzten 
vier  Abschnitten.  In  Nr.  165  des  zwölften  Abschnittes  „Polviereckc  und 
Polvierseite  von  Kegelschnitten**  wird  für  die  Vierecke,  bei  denen  jede 
Seite  ihrer  Gegenseite  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  y^  conjugirt  ist, 
die  Bezeichnung  Polviorecke  und  für  die  Vierseitc,  bei  denen  jeder 
Ecke  ihre  Gegenecke  bezüglich  y^  conjugirt  ist,  die  Bezeichnung  Pol- 
vierseite  eingeführt.  Der  Reihe  nach  wird  gezeigt,  dass  drei  Ecken 
eines  Polvierecks  die  vierte,  und  drei  Seiten  eines  Polviersoits  die  vierte 
bestimmen  (167,  168),  dass  die  sechs  Ecken  ABCD  und  ^^C'/?' zweier 
Polvierecke  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (169),  dass  die  sechs  Ecken 
eines  Pol  Vierecks  und  Poldreiecks,  welche  eine  Ecke  gemeinschaftlich 
haben,  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (170),  dass  die  sieben  Ecken 
zweier  Polvierecke  ABCD  und  AB'C'D'  von  zwei  Kegelschnitten  y'^  und 
y^  auf  einem  Kegelschnitte  liegen  (171)  und  endlich,  dass  alle  Paare 
von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  drei  beliebig  gegebene  Kegelschnitte  con- 
jugirt sind,  auf  einer  Curve  dritter  Ordnung  liegen  (172).  Der  13.  Ab- 
schnitt: „Lineare  Systeme  und  Gewebe  von  Kegelschnitten**,  bestimmt 
(J73,  174 f  17b)  die  Beziehungen  zweier  Kegelschnitte  ifi  und  ^,  von 
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dass  jede  Curve  der  Schaarschaar  auf  jede  Curve  des  Netzes  sich  sttitat/* 
Darauf  ergeben  sich  die  Haupteigenschaften  der  Curve  dritter  Ordnung 
(Tripelcnrve  nach  Steiner),  welche  sammtliche  Punkte  enthält,  die  in 
Bezug  auf  alle  Curven  des  Netzes  conjugirt  sind.  —  Die  letzten  vier 
Abschnitte  enthalten  auf  25  Seiten  allerdings  in  gedrängtester  Ktlrze  fast 
denselben  Inha)t,  welchen  wir  bei  Schroetcr  von  S.  224  —  534  abgehan- 
delt finden,  bis  auf  die  Theorie  des  imaginären  Kegelschnittes.  Wenn 
auch  im  Interesse  Derjenigen,  für'  welche  die  Geometrie  der  Lage  zu- 
nächst bestimmt  ist,  der  Studirenden  an  Universitäten  und  polytech- 
nischen Schulen,  eine  etwas  breitere  Behandlung  vielleicht  erwünscht 
wäre,  so  muss  es  gegenüber  der  ersten  Auflage  als  ein  entschiedener 
Fortschritt  erklärt  werden ,  dass  die  Theorien  der  Kegelschnittbüschel  und 
Netze  hier,  ohne  räumliche  Betrachtungen  zu  Htlfe  zu  nehmen,  allein 
durch  solche  in  der  Ebene  entwickelt  werden.  —  Als  charakteristischer 
Unterschied  der  Behandlung  in  der  Geometrie  der  Lage  und  den  St  ei- 
ner* sehen  Vorlesungen  ist  hervorzuheben,  dass  man  in  letzteren  die  geo- 
metrischen Gebilde,  Kegelschnittbüschel  und  Netz  entstehen  sieht  und 
aus  der  Entstehungsart  den  organischen  Zusammenhang  ihrer  Eigenschaf- 
ten erkennt,  während  in  der  ersteren  diese  Gebilde  uns  als  etwas  Fer- 
tiges entgegentreten  und  aus  ganz  allgemeinen  Sätzen  ihre  bekannteren 
Eigenschaften  hergeleitet  werden.  Wir  gelangen  daher  zu  diesen  Eigenschaf- 
ten in  umgekehrter  Reihenfolge:  bei  Reye  aus  dem  Stephen  Smith- 
sehen  Satze  zu  der  charakteristischen  Eigenschaft  des  Kegelschnittbüscheb, 
jede  Transversale  in  einer  Involution  zu  schneiden,  bei  Schroeter  zu 
diesem  Satze  aus  der  Entstehungsart  in  aufäteigender  Folge  bis  zum 
Stephen  Smith^schen  Satze,  der  auf  S.  534  sich  als  unmittelbare  Fol- 
gerung aus  den  Eigenschaften  des  Kegelschnittnetzes  ergiebt.  Nachdem 
vorher  gezeigt  ist,  dass  durch  jedes  Kegelschnittnetz  ein  Kegelschnitt- 
gewebe (II*  Stufe),  „ein  Gebilde  von  gleicher  Mächtigkeit  mit  dem  Kegel- 
schnittnetz und  nach  dem  Princip  der  Polarität  aus  diesem  hervor- 
gegangen*S  bestimmt  ist,  geht  die  Entwickelang  weiter:  „Gehen  wir  nun 
von  vier  Kegelschnitten  aus,  so  bestimmen  dieselben  zu  je  dreien  yer- 
bunden  vier  Kegelschnittnetze,  zu  deren  jedem  ein  bestimmtes  Gewebe 
gehört.  Diese  vier  Gewebe  haben  eine  Kegelschnittschaar 
gemeinschaftlich.  Wir  können  aber  noch  unendlich  viele  andere 
Kegelschnittnetze  und  zugehörige  Gewebe  bilden,  indem  wir  aus  jenen 
ersten  vier  Netzen  irgend  drei  Kegelschnitte  herausnehmen,  welche  nicht 
demselben  Netze  angehören,  und  sie  zur  Bildung  eines  neuen  Netzes  ver- 
wenden. Die  Tripelcnrven  für  alle  diese  Netze  laufen  durch  dieselben 
sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits,  und  die  sämmtlichen  zugehöri- 
gen Kegelschnittgewebe  haben  eine  Schaar  gemeinschaftlich.  Stellt  man 
vermittelst  fünf  Kegelschnitten  alle  möglichen  Netze  und  dazu  gehörigen 
Oewebe  her,  ao  haben  letztere  einen  Kegelschnitt  gemein/*    So  werden 
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führt  dies  jedoch  nicht  in  jener  oft  unangenehm  knappen  Weise  aus, 
die  bei  dem  „Taschenbache"  unvermeidlich  war.  Es  kündigt  sich  zwar 
selbst  nur  als  eine  zweite  umgearbeitete  Auflage  an,  hat  aber,  wenn  die 
feigenden  Lieferungen  in  der  Art  und  in  dem  Umfange  der  bis  jetzt  vor- 
liegenden ersten  erscheinen,  yollkommen  Anspruch  darauf,  ein  neues 
Werk  genannt  zu  werden.  Der  Herr  Verfasser  wollte  dies  vermuthlich 
auch  durch  die  Umänderung  des  Titels  andeuten,  hätte  aber,  nach  An- 
sicht des  Beferenten ,  wohl  besseV  gethan ,  es  direct  auszusprechen ,  denn 
das  „Handbuch**  ist  —  so  weit  man  bis  jetzt  zu  urtheilen  yenq^g  —  nicht 
mehr  „eine  Sammlung  von  Resultaten  der  niederen  und  höheren  Vermes- 
sungskunde**, sondern  ein  ausführliches  Lehrbuch  derselben,  mithin  ein* 
Werk  anderer  Art,  als  das  1873  erschienene. 

Der  Gesammtein druck,  welchen  die  erste  Lieferung  (288  Seiten  in 
Grossoctav)  erzeugt,  ist  ein  sehr  günstiger:  vielfach  ist  Neues  geboten, 
mit  Geschick  das  Noth wendige  ausgewählt,  das  Entbehrliche  weggelassen. 
Erklärungen  und  Theorien  sind  vollkommen  deutlich  gegeben,  ohne  ins 
Breite  zu  laufen;  an  geeignet  gewählten  Beispielen  und  an  Tabellen  ist 
das  Werk  ungewöhnlich  reich,  was  die  Studirenden  und  die  Praktiker 
hoch  schätzen  werden. 

«.  Der  erste  Theil  des  Buches  betrifft  die  „Theorie  der  Beobach- 
tungsfehler oder  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate**.  Eine.  Ein- 
leitung bietet  die  Hauptzüge  der  Geschichte  der  Ausgleichungsrechnung 
und  giebt  Literaturnachweise.  Das  empirisch  begründete  Princip  der 
kleinsten  Quadratsumme  wird  als  Grundlage  benutzt,  während  die  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung nur  nebenbei  Berücksichtigung  findet.  Hierdurch 
schon  unterscheidet  sich  das  „Handbuch**  von  dem  „Tascbenbuche**,  und 
zwar  zum  Vortheile  des  ersteren,  denn  für  sehr  Viele,  insbesondere  für 
die  Praktiker  (denen  das  Werk  ja  auch  dienen  soll)  ist  die  elementare 
Darstellung  meist  die  bessere,  also  die,  welche  in  den  Vordergrund  ge* 
rückt  werden  muss,  wenn  Abschreckungen  vermieden  werden  sollen. 

Dieser  erste  Theil  umfasst  134  Seiten,  während  ihm  im  „Tascben- 
buche** kaum  ein  Viertheil  dieses  Raumes  gewidmet  war.  Er  wird  in  drei 
Capiteln  abgehandelt;  das  erste  derselben  führt  die  Ueberschrift:  Aus- 
gleichungsrechnung nach  dem  Princip  der  kleinsten  Quadratsumme.  Dass 
der  Herr  Verfasser  hier  die  zwar  etwas  längere,  aber  richtige  Ausdrucks- 
weise „kleinste  Quadrat  summe**  benutzt,  billigt  der  Referent  sehr, 
bedauert  aber,  dass  es  nicht  consequent  geschehen  ist.  Ein  Mann  von 
hervorragender  Bedeutung,  wie  Herr  Jordan,  wäre  geeignet,  hier  Bahn 
zu  brechen.  Es  behandelt  dieses  erste  Capitel  in  geschickter  und  ele- 
mentarer Weise  (mit  nur  einiger  Benutzung  der  Differentialrechnung) 
zunächst  den  durchschnittlichen  und  den  mittleren  Fehler,  das  Fehler- 
fortpflanzungsgesetz,  das  einfache  und  das  allgemeine  arithmetische  Mittel 
(letzteres  unter  Einffibrnng  der  Gewichte)  ^  vermittelnde  Beobachtungen 
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aber  Parallel  Verschiebungen  als  Fehler  anhaften.  Dabei  kommt  er  zwang* 
los  auf  den  Begriff  der  Genauigkeitscurveu  (richtiger  gesagt:  der  Ciirveo 
gleicher  Genauigkeit)  und  auf  die  Fehlerellipse.  Sodann  folgt  die  Unter- 
suchung  des  Vorwärtseinschueidens  mit  zwei  Strahlen  und  die  Herleitnng 
des  für  jeden  Praktiker  wichtigen  Satzes,  dass  die  günstigste  Visor 
hierbei  nicht  unter  90^,  sondern  unier  109^28'  stattfindet.  Diesem 
schliesst  sich  das  Seitwärtseinschneiden  an  und  das  Pothenot'sche 
Problem,  deren  Genauigkeitsgrade  unter  Aufzeichnung  der  zugehörigen 
Curven  sehr  geschickt  dargestellt  und  verglichen  sind. 

Den  Sehluss  des  Capitels  bildet  die  Herleitung  des  mittleren  Fehlere 
eines  Punktes,  dessen  Lage  durch  mehr  als  zwei  Beobachtungen  be- 
stimmt wurde,  von  denen  jede  einen  geometrischen  Ort  fiir  ihn  liefert, 
und  —  hiermit  zusammenhängend  ▼-  die  Betrachtung  der  Fehlerellipse 
für  mehrfache  Punktbostimmung,  die  einfache  Triangulirung,  das  Vor- 
wärtseinschneiden mit  drei  Strahlen  und  das  Pothenot'sche  Verfahren 
unter  Benutzung  dreier  Winkel,  ebenfalls  mit  Darstellung  zugehöriger 
G  enauigkeitscurven . 

Der  erste  Theil  des  Buches  enthält,  wie  aus  dem  Vorhergehenden 
ersichtlich  ist,  von  der  Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadratsumme  nicht  nur  Dasjenige,  was  die  niedere  Geodäsie 
braucht,  sondern  auch  Das,  was  die  höhere  nöthig  hat. 

Des  Buches  zweiter  Theil  bezieht  sich  auf  die  niedere  Geodäsie, 
nämlich  auf  Dasjenige,  was  von  der  Vermessungskunde  für  technische 
und  landwirthschaftliche  Zwecke  nöthig  ist.  Es  wird  hier  mit  wenig 
Worten  immer  viel  gesagt;  für  den  Anfänger  ist  das  vielleicht  oft  eine 
unbequeme  Knappheit,  dem  Verfasser  aber  macht  es  Ehre.  Dass  nicht 
zuerst  die  Instrumente  und  dann  die  Messungen  zur  Besprechung  ge- 
langen, sondern  beide  gleichzeitig  Behandlung  finden,  wird  von  Vielen 
als  nicht  systematisch  getadelt  werden ,  bietet  aber  manche  Vortheilo  dar. 

Die  ersten  fünf  Capitel  dieses  zweiten  Theiles  führen  ganz  diesel- 
ben Ueberschriften ,  wie  in  dem  1873  erschienenen  „Taschenbuche** 5 
während  sie  aber  in  letzterem  etwa  70  Seiten  füllten,  haben  sie  jetzt 
reichlich  den  doppelten  Umfang.  Das  erste  dieser  Capitel  behandelt  (auf 
32  Seiten)  die  einfachsten  Vermessungsoperationen  und  ihre 
Verbindung  zu  kleinen  Aufnahmen.  Hier  gelangen  zunächst  Kreuz- 
Scheibe,  Winkelspiegel,  Spiegelkreuz  und  Prismeninstrumente  zu  einer 
Besprechung,  die  dem  Genauigkeitsgrade  dieser  Werkzeuge  höchst  lobons- 
werthe  Aufmerksamkeit  schenkt.  Dann  folgt  die  Behandlung  der  Mess- 
latten und  ihrer  Längenvergleichung,  der  Stahlbänder,  der  Ketten  und 
der  mit  diesen  Werkzeugen  ausgeführten  Längenermittelungen.  Auch 
hier  ist  wieder  mit  vieler  Sorgfalt  und  unter  Benutzung  der  neuesten 
Untersuchungen  die  erreichbare  Genauigkeit  berücksichtigt,  und  zwar 
nicht   nur  bezüglich  der  unregelmässigen,    sondern   auch   bezüglich   der 
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Gombination  zweier  Linsen,  sodann  eine  Besprechung  der  Lupe,  des 
einfachen  astronomischen  Fernrohres,  der  Fernrohre  mit  mehr  als  swei 
Linsen  und  des  Mikroskopes. 

Das  fünfte  Capitel  (57  Seiten)  betrifft  den  Theodolit.  Es  be- 
handelt zunächst  seine  Einrichtung  (mit  Einschluss  der  „Ablesevorrich- 
tungen**  Nonius  und  Mikroskop,  nebst  Adjustirung  der  letzteren),  so- 
dann seine  Prüfung  und  Berichtigung,  die  Elimination  der  Azenfehler 
und,  sehr  eingehend,  den  Einfluss  der  letzteren;  sodann  die  Excentri- 
citftt  des  Fernrohres,  diejenige  zwischen  Limbus  und  Alhidate,  die  Un- 
tersuchung der  Theilungsfehler,  das  Messen  der  Horizontalwinkel,  die 
Fehler  der  Repetitionsmessung  (mit  Rücksicht  auf  Bessel,  Struve  und 
die  badische  Triangulirung) ,  endlich  das  Messen  der  Vertikalwinkel  mit 
Höhenkreis  oder  Schraube  unter  Hinweis  auf  die  einschlagenden  Arbeiten 
von  Stampfer,  Koristka,  Barth  und  Pfaundler. 

Capitel  VI  (6  Seiten)  giebt  das  Nothwendige  über  Coordinaten 
im  Allgemeinen  und  schliesst  mit  einer  bezüglich  siebenstelliger  Lo- 
garithmentafeln an  die  Praktiker  gerichteten  Mahnung,  welche  schon  der 
berühmte  Encke  aussprach,  indem  er  erklärte,  dass  er  höchst  selten 
andere  als  fünfstellige  Tafeln  benutzt  habe. 

Den  Schluss  der  ersten  Lieferung  des  Werkes  bildet  der  Anfang 
eines  Capitels  über  polygonale  Züge. 

Die  Literatur  ist  bei  den  einzelnen  Abschnitten  umfänglich  be- 
rücksichtigt, hingegen  hat  die  Geschichte  der  ffbodäsie  nur  bezüglich - 
der  Ausgleichungsrechnung  hinreichende  Erwähnung  gefunden,  und  zwar 
am  Anfange  des  ersten  Theiles.  Da  dies  geschah,  so  musste  man  am 
Anfange  des  zweiten  Theiles  (oder  doch  bei  den  einzelnen  Capiteln  des- 
selben) eine  ebenso  ausführliche  Berücksichtigung  der  historischen  Seite 
erwarten.  Diese  ist  nicht  erfolgt;  doch  giebt  sich  Referent  der  Hoffnung 
hin,  am  Schlüsse  des  Werkes  entweder  die  nöthigen  Mittheilungen  zu 
finden,  oder  Nachweise,  welche  dem  Leser  sagen,  wie  er  sich  in  der 
kürzesten  Zeit  mit  den  Hauptzügen  der  Geschichte  der  gesammten  Geo- 
däsie (über  die  nur  wenig  veröffentlicht  wurde)  bekannt  machen  kann. 
Was  in  dieser  Beziehung  das  „Taschenbuch**  früher  geboten  hat, 
genügt  nicht,  denn  es  bezieht  sich  fast  nur  auf  die  Gradmessungen. 
Die  völlige  Unkenntniss  der  Geschichte  anderer  Gebiete  der  Geodäsie 
tritt  aber  leider  unter  Studirenden  und  Praktikern  sehr  häutig  auf,  und 
ein  Werk  wie  das  Jordanische  ist  berufen,  hier  bessern  zu  helfen. 

Die  dem  Handbuche  eingedruckten  Holzschnitte  sind  recht  gut,  er- 
reichen aber  meist  nicht  ganz  die  Vollkommenheit  derjenigen ,  welche  die 
bekannte  treffliche  Vermessungskunde  von  Bauern feind  darbietet.  Der 
Druck  ist  klein,  aber  scharf;  Druckfehler  sind  nur  in  sehr  geringer  Zahl 
vorhanden,  sinnstörende  fast  gar  nicht. 


Recensionen.  33 

Der  dritte  Theil  des  Buches  wird  (laut  Prospect)  die  sphärische  6eo- 
iisie  nach  Soldner  und  Bohnenberge r,  die  sphäroidische  nach 
Gauss  und  B  es  sei  darbieten  und  neuere  Untersuchungen  beifügen. 
Du  ganse  Werk  soll  60 — 65  Bogen  enthalten,  etwa  16  Mk.  kosten  und 
loeh  in  diesem  Jahre  zum  Abschlüsse  gelangen. 

Die  bisherigen  hervorragenden  Leistungen  des  Herrn  Verfassers  in 
In  verschiedensten  Gebieten  der  Geodäsie  lassen  mit  Sicherheit  erwar- 
tn,  dass  die  folgenden  Lieferungen  der  ersten  an  Güte  nicht  nachstehen 
mden.  Ist  dies  der  Fall,  so  darf  sich  das  Werk  als  ebenbürtig  neben 
6»  besten  bis  jetzt  erschienenen  Lehrbücher  der  Vermessungskunde 
ildlen  und  wird  in  vielen  Beziehungen  eine  sehr  wichtige  Ergänzung 
nd  Erweiterung  derselben  bilden.  Der  Referent  empfiehlt  es  bestens 
lidit  nur  den  Geodäten  und  den  Studirenden  der  Technik,  sondern  auch 
denen  der  Mathematik,  letzteren  deshalb,  weil  es  ihnen  viele  werthvolle 
Anregungen  bieten  wird. 

Dresden,  Juli  1877.  A.  Fübbmamn. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Ueber  den  Antheil  Petfina's  an  der  Erfindung  des 
telegraphiflchen  Gegensprechens. 

Von 

Dr.  Ed.  Zetzsche. 


Den  ersten  Anlauf  zu  einer  gleichzeitigen  mehrfachen  Telegraph ie 
machten  bereits  im  Jahre  1849  Siemens  und  Halske.  Sie  nahmen 
zwar  auch  den  Gedanken  in  ihr  am  23.  October  1849  nachgesuchtes 
englisches  Patent  (Nr.  13062,  vom  23.  April  1850)  auf,^)  überzeugten 
sich  aber  bald  von  der  Schwierigkeit  der  Lösung  bei  einer  grösseren 
Anzahl  von  Drähten.  Es  blieb  daher  bei  dem  blosen  Gedanken  und 
selbst  dieser  ward  erst  1856  durch  eine  Mittheilung  darüber  in  Poggen- 
dorff's  Annalen  der  Physik  und  Chemie  (Bd.  98,  S.  115)  weiter 
bekannt 

Die  ersten  Gegensprechversuche  auf  der  Linie  wurden  1853  zwischen 
Wien  und  Prag  von  dem  damaligen  österreichischen  Telegraphen director 
Dr.  Wilhelm  Gintl  angestellt.  Diese  Versuche  wurden  zuerst  mit  Morse- 
telegraphen vorgenommen,  und  es  wurden  die  dabei  benutzten  Apparate 
zuerst  im  December  1853,  und  zwar  von  einem,  Gintl  unbekannten  Ver- 
fasser und  ohne  Gintl's  Zuthun')  in  einem  nur  mit  G.  unterzeichneten^) 
Artikel  des  Polytechnischen  Centralbiattes^)  beschrieben.  Gintl  selbst  hat 
über  diese  Versuche  Nichts  veröffentlicht ;  durch  die  Schwierigkeiten  aber, 
auf  welche  er  infolge  „der  fortwährenden  Veränderungen  der  Linien- 
Stromstärken*^  in  der  dabei  nöthigen  feineren  Begulirung  der  Strom- 
stärken  stiess,    ward   er  veranlasst,    anstatt    der  Morseapparate    seinen 


1)  S.  19  der  Patentbeschreibung;  sheet  3,  Fig.  11. 

2)  Vergl.  Zeitschrift  des  deutsch -Österreichischen  Telegraphenvereins,  1.  Bd. 
S.  304. 

3)  Von  dem  späteren  sächsischen  Telegraphendirector  L.  Galle  herrührend. 

4)  Jahrgang  1863,  S.  1473;   daraus  in  Dingler *8  Polytechnisches  Journal 
18M,  Bd.  131,  8.  191.  —  Telegraphenvereins-Zeitschrift  Bd.  8,  S.  28. 

HiiL-lit.  AbtUg.  d.  Zdiiohr.  f.  Math.  u.  Fbjt.  XUU^l.  ^ 
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chemischen    Schreibtelegraphen    zu    verwenden,    über    welchen    er      c7cr 
Wiener  Akademie  der  Wissenschaften  in  der  Sitzang  vom  28.  April  1  Sö3 
ausführliche   Mitthcilung    gemacht    hatte.^)      Diesen    chemischen   Q&gen- 
Sprecher  beschrieb  Gintl  ausführlich    in   der  Sitznng   der  Wiener  Aka- 
demie vom  30.  November  1854,^)  und  es  mag  gleich  hier  hervorgehoben 
werden ,    dass  bei  demselben   zwar  der  nämliche  Doppeltster,  wie  bei 
den  Morsegegensprechem  und    auch  eine  Ausgleichungsbatterie  Venreo- 
dung  fand,  dass  er  sich  indessen  insofern  von  dem  letztern  ganz  wesent- 
lich unterschied,    als  bei  letzterem  dem  localen  Ausgleichnngsstrome  ein 
von  dem  Linienstromwege  vollst&ndig  getrennter  Stromkreis  angewieten 
ist,  eine  Stromverzweigung  also  nicht  eintritt ,    bei   dem  chemisclieii  dik- 
gegen    beide    Stromkreise    ein    gemeinschaftliches   Stück    enthalten  uni 
deshalb  Zweigströme  auftreten  müssen. 

Schon  während  der  Gintrschen  Versuche  verbreitete  *  sieh  ä.mi 
Gerücht  in  Wien,  dass  der  Professor  der  Physik  in  Prag,  Dr.  Frix&s 
AdamPetrina,  Gintl  bei  dessen  Anwesenheit  in  Prag  die  Idee  31  «fi 
Gegensprechens  mitgetheilt  habe;  auch  in  weiteren  Kreisen  fand  die^^ 
Gerücht  Verbreitung  und  1856  fand  sich  E.  W.  Siemens  veranlag •^ 
in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  98,  S.  120)  darauf  hinzuweisen,  ^^i« 

I 

wünschenswerth  eine  bestimmte  Aufklärung  darüber  sei,  da  Gintl  gel^k^it 
nirgends  das  Gegensprechen  (mit  Morseapparaten)  als  seine  Erfindv.  ^ 
in  Anspruch  genommen  habe.  Petrina  konnte  der  darin  liegenden  A  V3f- 
forderung  nicht  genügen,  weil  er  bereits  im  Jahre  1855  gestorben  w.^vi 
Gintl  aber  hat  jenen  öffentlich  und  so  bestimmt  ausgesprocbet^  <n 
Wunsch  zu  erfüllen  keine  Veranlassung  genommen. 

Bei  Bearbeitung  der  mehrfachen  Telographie  für  das  künl*^^ 
erschienene  Schlussheft  des  ersten  Bandes  meines  Handbuchs  der  Tcsic* 
graphie  trat  an  mich  die  Nöthigung  heran,  mich  in  dieser  Prioritätsfr^  ^ 
für  oder  wider  zu  entscheiden,  und  da  inzwischen  ausser  Petrina  ai^^" 

der   in    gewissem   Sinne    mitbctheiligte    Dr.  Stark   in  Wien    verstörte *^ 

* 

war,  so  schien  es  mir  richtiger,  nicht  den  einzigen  überlebenden  Betha  ^" 
ligten,  Dr.  Gintl,    unmittelbar  darüber  zu  befragen,  sondern  den  V^'" 
such  zu  machen,  aus  den  vorhandenen  Schrift  quellen  und  den  Aussa^^'^ 
nnch    lobender  Unbethoiligter   zu   einer   Entscheidung   zu    gelangen, 
dein  Handbuchc  (S.  54G)  konnte   ich    diese  Entscheidung   wegen  Ran  '^^' 
mangels  nicht  in  dor  erwünschten  Weise  begründen,  und  ich  that  es  dal 
zunächst  Anfang  August  1S77  in  dorn- Journal  Iclcijraphi^ue  (Bd.  III,  S.  CI* 

1)  Vergl.  Sitzuii«;sl»crichte  Bd.  10,  S.  616  bis  626. 

2,  Vergl.  Sitzungebcrichtc  Bd.  14,    S.  401  ff.;    daraus  in  der  Zeitschrift  S^ 
OeBterreichirtclien    Iiij,'tMiieuivürein8    Bd.  7,    S.  136,    und    der   Telegraphenvom 
/eithj-iirilt   2.  Bil.,    8.  25    und    202.      Aii8   tlen    Mai    186ß    datirte    Ahünderung- 
«lit'rfo«  cheiiiiscLen  (iegenaprechiTs   hcHpricbi  (Jintl  auf  S.  186  des  2.  Baudai  d 
TolH(rraphon  vereioK  -Zeitschritt. 
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und  hoffte  damit  zugleich,  zu  einer  vollen  Klarlegnng  den  Anstoss  zu 
geben.  Um  auf  die  Erfüllung  dieser  Hoffnung  mit  um  so  grösserer 
Gewissheit  rechnen  zu  dürfen,  halte  ich  den  Abdruck  der  Begründung 
meiner  Entscheidung  auch  in  einer  deutschen  Zeitschrift  für  angezeigt 
und  ich  lasse  deshalb  jenen  im  Journal  ielägraphique  abgedruckten  Artikel 
hier  in  dem  nur  sehr  wenig  geänderten  ursprünglichen  Wortlaute  folgen. 


I.  Ich  habe  mich  zuvörderst  darnach  umgesehen,  ob  Ointl  irgendwo 
die  Erfindung  des  Gegensprechens  mit  Morseapparaten  unzweideutig  für 
sich  in  Anspruch  nimmt.  In  erster  Linie  kommt  hierbei  das  in  Frage, 
was  Gintl  in  seinem  schon  erwähnten  Vortrage  vom  30.  November  1854 
sagt.  Die  betreffende  Stelle  auf  S.  414  (Bd.  14)  der  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen Classe  der  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie 
lautet : 

,Jch  habe  mich  schon  im  verflossenen  Jahre  längere  Zeit  hindurch 
bemüht,  die  Doppelcorrcspondenz  auf  demselben  Leitungsdrahte  mit 
dem  Morse'schen  Schreibtelegraphen  zu  Stande  zu  bringen,  und 
bei  meinen  in  dieser  Beziehung  vielfältig  auf  der  Telegraphenlinie 
zwischen  Wien  und  Prag  im  Monate  Juli  1853  angestellten  Versuchen 
ist  es  mir  zwar  gelungen,  Depeschen  gleichzeitig  in  entgegengesetzter 
Richtung  an  ihre  Bestimmungsorte  zu  befördern,  wobei  es  aber  oft  ge- 
schah, dasB  nach  einigen,  an  beiden  Stationen  gegenseitig  recht  gut  les- 
baren Worten  eine  Confundirung  der  Zeichen  auf  jedem  Stationsappa- 
ra^e  eintrat,  sobald  nämlich  der  Linienstrom  eine  Aenderung  in  seiner 
Stärke  erlitt  und  es  nicht  gleich  möglich  war,  die  Stärke  des  Local- 
stromes  in  demselben  Maasse  zu  verändern» 

„Aus  diesem  Grunde  habe  ich  auch  die  gleichzeitige  Doppelcorrc- 
spondenz mit  dem  Morse'schen  Schreibtelegraphen  vorläufig  nicht 
weiter  verfolgt  und  mich  an  die  Durchführung  derselben  mittels  olectro- 
chemischen  Schreibapparates  gehalten,  welche  mir  vollständig  gelun- 
gen ist." 

Offenbar  liegt  in  den  Worten  „zu  Stande  zu  bringen*'  durch 
aus  nicht  unbedingt,  dass  die  Idee  des  Gegensprechens  und  die  Ein- 
richtung der  Apparate  dazu  eine  Erfindung  von  Gintl  sei.  Gerade 
das  ,,zu  Stande  bringen"  erscheint  mir  aber  sehr  wesentlich;  der  öster- 
reichische Telegraphendirector  Gintl  —  und  in  Oesterreich  wohl  er 
allein  —  hatte  dazu  ohne  Weiteres  die  Macht  (abgesehen  von  der 
sachlichen  Ausführbarkeit);  nicht  so  der  Professor  Petrina,  wenn  er 
der  Erfinder  war. 

Ebenso  zwingt  der  Ausdruck^)  GintTs:  „des  von  mir  dabei  (d.h. 
bei  den  Versuchen  zwischen  Wien  und  Prag)  angewandte« 

1)  Telegraph(>uvercinH  Zeitschrift  Bd.  2,  8   28. 
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und  Verfahrens'*  nicht  zn  der  Annahme,    dass   Apparat   und  Verfahren 
eigene  Erfindung  waren. 

Entscheidender  könnten  einige  Stellen  in  der  im  Januar  1S55 
niedergeschriebenen  Entgegnung^)  Gintl's  auf  eine  Aeussorung  des 
Dr.  V.  Icilius  sein,  worin  dieser  die  Priorität  der  Erfindung  des  gleich- 
zeitigen Telegraphirens  für  C.  Frischen  in  Anspruch  nimmt.  Gintl 
verwahrt  sich  hier  zunächst  dagegen,  dass  er  „im  Jahr  1853  blos  eine 
Idee  Bur  Erreichung  «des  genannten  Zweckes  ausgesprochen  habe"  und 
fährt  dann  fort:  „Schon  im  Monate  Juli  1853  sind  von  mir  .... 
gelungene  - Doppelcorrespondenzen  mit  den  von  mir  dazu  einge- 
richteten Morse^schlBn  Scbreibapparaten  ausgeführt  worden;  und  da 
ich  aus  meinem  Verfahren  kein  Geheimniss  machte,  so  ist  dasselbe 
sammt  der  Einrichtung  des  ganzen  Apparates  in  dem  Leipziger  poly- 
technischen Centralblatt  von  einem  mir  unbekannten  Verfasser  ausführ- 
lich beschrieben  worden.  Es  war  also  nicht  blos  eine  Idee,  welche  ich 
damals  ausgesprochen,  sondern  vielmehr  in'sWerk  gesetzt  habe". 
Lassen  aber  auch  die  hier  von  Gintl  —  dem  unbestrittenen  Veran- 
stalter jener  Versuche  mit  dem  Morse -Gegensprecher  und  dem  Erfinder 
des  chemischen  Gegensprechers  —  gebrauchten  Worte  noch  an  Klarheit 
zu  wünschen  Übrig,  so  bleiben  die  ebenda  weiter  folgenden  Acusserungen 
GintTs:  „wie  Herr  Dr.  v.  Icilius,  nach  dessen  eigener  Erklärung  die 
von  mir  zuerst  ausgegangene  Idee  und  mein  Doppel-Tele- 
graphirungs verfahren  Herrn  Frischen  erst  zur  Ausführung  seines 

Verfahrens  angeregt  hat,"  und:    „meines   schon  im  Jahre  1853 

ohne  mein  Zuthun  veröffentlichten  Verfahrens;  es  wäre  denn,  dass 
Herr  Dr.  v.  Icilius  den  Beweis  liefern  würde,  Herr  Frischen  habe 
schon  früher  als  ich  das  Doppel- Correspondenzprincip  entdeckt 
und  sei  vor  mir  zur  Durchführung  desselben  geschritten'^  allein  übrig, 
welche  aber  an  Tragweite  wesentlich  einbüssen,  sobald  man  sie  als  blos 
gegen  Frischen 's  Ansprüche  gerichtet  gelten  zu  lassen  hat,  und 
ausserdem  durch  die  kurz  vorhergehende  Stelle:  ,, diese  von  mir  .... 
schon  am  9.  Juni  ausgesprochene  Idee  basirt  sich  überdies  auf  die 
von  mir  entdeckte  Thatsache,  dass  sich  zwei  elektrische  Ströme 
in  entgegengesetzter  Richtung  durch  denselben  Leitungsdraht  gleich- 
zeitig und  ungehindert  fortpflanzen,  welches  ich  durch  Versuche^)  con- 
statirt  und  in  der  erwähnten  Sitzung  auseinander  gesetzt  habe.  Dieses 
Factum  ist  aber  das  eigentliche  Princip,    auf   welchem  die  Doppelcorre- 


1)  Telegraphenvereins-Zeitschrift,  Bd.  1,  S.  304. 

2)  Nach  den  Wiener  Sitzungsberichten  Bd.  14,  S.  400,  wurden  diese  Ver- 
suche mit  dem  chemischen  Schreibapparate  angestellt,  natürlich  bevor  dessen 
Verwendung  zum  Gegensprechen  in  Frage  kam.  — -  üebrigens  finde  icli  in  dem 
Berichte  über  die  Sitzung  vom  9.  Juni  1858  Nichts  über  eine  derartige  Mitthei- 

lang  QiDtVB. 
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wäre,  mit  dem  Mors  ersehen  Telegraphenapparate  bei  einem  Lütangi- 
drahte  zugleich  hin  und  her  zu  telegraphiren.  Den  bei  mm 
solchen  doppelten  Correspondenz  zu  machenden  Bedingungen  weide  ia 
gewünschten  Maasse  entsprochen,  wenn  man  einen  kleinen  Loctl- 
Strom  zu  Hilfe  nimmt  und  das  Relais,  sowie  den  Taster  naeb 
der  Angabe  des  Vortragendon  einrichtete^ 

III.  Dazu  wird  mir  versichert,  dass  einige  Jahre  später  Petrini*! 
Wittwe  an  die  österreichische  Telegraphenverwaltung  ein  Unterstüinng»- 
gesuch  gerichtet  habe,  worin  sie  ausdrücklich  (die  Anwendung  gemdi- 
schaftlicher  Batterien  und)  das  Gegensprechen  als  Erfindungen  ibni 
verstorbenen  Gatten  und  somit  gewissermassen  als  ihr  Erbtheil  bezeiehnet 

IV.  Ich  habe  mich  ferner  an  eine  vollkommen  glaubwürdige  ud 
geeignete  Persönlichkeit  in  Wien  um  weitere  Auskunft  gewandt  nnd  ib 
Ergebnisse  von  Nachfragen,  welche  dieselbe  vor  einiger  Zeit  —  und 
zwar  nach  Starkes  Tode  —  bei  Beamten  hielt,  welche  Dr.  Stark  | 
damals  zur  Hilfeleistung  benutzte,  erfahren,  dass  Stark  zur  Zeit,  ib 
er  sich  mit  den  ersten  Versuchen  über  das  Gegensprechen  befasste,  mit 
Petrina  darüber  in  Briefweclisel  stand,  auch  während  der  TenaelK 
selbst  in  den  Briefen  Petrin a^s  nachlas,  ferner  dass  Gintl  erst  dnith 
Stark  Kenntniss  von  der  Sache  erhielt,  darauf  in  Prag  mit  Petrim 
persönlich  verkehrte  und  nun  erst  nach  seiner  Rückkehr  nach  Wies 
anfing,  sich  selbst  mit  dem  Gcgonsprechon  zu  beschäftigen,  zu  einer  ^iti 
wo  Stark  das  Relais  mit  Doppelwindungcn  bereits  in  Verwen dang  hatte* 

V.  Diese  Angaben    werden    um    so   glaubhafter   und  der  Umstand^ 
dass  Gintl  trotzdem   als  Ertinder  des  Gegensprechens  mit  Morsc- 
Ap paraten    erscheinen    konnte,    erklärlich,    wenn    man    das    sachliche 
Vcrständniss   der   beiden  Männer    und    ihre    persönliche  Thätigkcit  nod 
Stellung  berücksichtigt.     Petrina,   geboren  am  24.  December  1799,  *^ 
ärmlichen  Verhältnissen  aufgewaclisen,  erst  im  Alter  von  17  Jahren  si^ 
den  Gymnasialstudien  zuwendend,  hatte  diese  und  die  Universitätsstndi^^ 
unter  Kümmernissen  und  Entbehrungen  mit  ungemeinem  Fleiss  und  Ei^ ^ 
vollendet,    wurde  1837  als  Lehrer  der  Physik   ans  Lyceum  zu  Linz  ^* 
rufen  und  war  seit  dieser  Zeit  unter  Anderem  auch  auf  dem  Gebiete  S- 
Elektricität  und  des  Magnetismus  vielfach  literarisch  thätig;   1844  wur  ^ 
er  Professor  der  Physik  an  der  Universität    zu  Prag    und    bereits   iS-^ 
Hess  er  ein  Schriftchen    über  Telegraphie    erscheinen    unter    dem  Titt=== 
,, Elektromagnetischer  Telegraph   auf  den  österreichischen  Eisenbahnen. 
1852    fand    er    die   Zweigströme    bei    seiner    elektro- magnetischen   U^ 
mouika')    verwendbar,    und    im  Januar  1853    brachte    er   einen  Aufsa^ 


l)  Vorgl.  Denkrede  P.  U.  —  Der  Schlusösatz  des  betreifenden  Vortrags  la^ 
vemiuthen,    dass  man  diese  Flariiionika  ah  den  Staniuivater  des  Telephons,  d^ 
J'honutck'^rupht'U  und  elektro -barmouiBcWu  T\i\viv^rÄi\|\iwa.  ^aA3.\]üb^ViS£vi  \i&t 
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über  die  Verwendung  gemeinschaftlicher  Batterien  in  der  Wiener  Aka- 
demie 0  zum  Vortrag,  welcher  zu  einer  sehr  beträchtlichen  Verminderung 
der  Zahl  der  Elemente  in  den  Linienbatterien  der  österreichischen  Tele- 
graphenstationen Wien ,  Verona,  Salzburg,  Triest  und  Oderberg  führte. 
Auch  über  die  chemische  Telegraphie  verbreitete  sich  Petrin a  in  der 
Sitzung  der  böhmischen  Gesellschaft  vom  30.  Mai  1853  und  wies  durch 
den  Versuch  nach,  dass  man  bei  ihr  mit  einem  einzigen  Gro versehen 
Elemente  auf  100  Meilen  weit  telegraphiren  könne.  Im  Juli  1853  end- 
lich wies  Petrina  in  einer  Mittheiluug  an  die  Wiener  Akademie^)  nach, 
dass  bei  der  Translation  an  Batteriekraft  Nichts  erspart  werde. 

Ganz  abgesehen  davon,  dass  sich  die  Erscheinungen  an  GintTs 
chemischem  Gegensprecher  ganz  ungezwungen  nach  den  Ohm*8chen  Ge- 
setzen erklären  lassen,  was  eben  Petrina  1855  in  der  schon  erwähnten  vier- 
ten „Mitheilung  aus  dem  Gebiete  der  Physik^'  und  1856  Werner  Siomen's 
in  Poggendorff's  Annalen  (Bd.  98,  S.  121)  thaten,  und  dass  deshalb  diese 
Erscheinungen  und  die  sämmtlichen  von  Gintl  im  14.  Bande  der  Wiener 
Sitzungsberichte  angeführten  Versuche  die  Coexistenz  entgegengesetzt 
gerichteter  Ströme  in  demselben  Leiter  zu  beweisen  nicht  genügen,  sind 
bei  der  von  Gintl  gewählten  Einschaltung  der  Batterien  mit  ungleich- 
namigen Polen  an  die  Linie  in  dieser  gar  nicht  einmal  entgegen- 
gesetzte Ströme  vorhanden.  Darauf  weist  Petrina  auf  S.  65  jener 
vierton  Mittheilung  hin;  auf  S.  48  aber  hebt  er  hervor,  dass  Gintl  das 
Auftreten  von  Zweigströmen  bei  der  fraglichen  Gegeusprechschaltung 
ganz  übersehen  zu  haben  oder  (ungerechtfertigter  Weise)  ausser  Beach- 
tung lassen  zu  wollen  scheine.^)  Dagegen  hat  Petrina  auf  S.  66  und  65 
jener  mehrfach  erwähnten  vierten  Mittheilung  klar  auf  die  Folgen  der 
Liuienuuterbrechungen  in  dem  von  Gintl  benutzten  Doppeltaster  hin- 
gewiesen und  hervorgehoben,  dass  beim  Gegensprechen  (mit  dem  chemi- 
schen Telegraphen)  die  Linienbatterien  ebensogut  mit  gleichnamigen 
Polen  an  die  Erde  gelegt  werden  könnten,  während  GintH)  damals 
die    Anlegung    entgegengesetzter     Batteriepole    an    die    Erde    für 


1)  Vgl.  Sitzungsberichte  Bd.  10,  S.  3,  oder  Telegraphonvoreins  -  Zeitschrift 
Ikl.  14,  S.  200.  —  Dass  mau  anderwärts  schon  etwas  früher  empirisch  aiif  die 
Verwendung  gemeinschaftlicher  Batterien  gekommen  sei,  habe  ich  auf  S.  505  des 
ersten  Bandes  meines  Handbuchs  weiter  ausgeführt. 

2)  Sitzungsberichte  Bd.  11,  S.  375. 

3)  Gleiche  Schwächen  in  Bezug  auf  die  Eiektricitätslehre  sollen  sich  über- 
diess  bei  Gintl  —  so  wird  mir  versichert  —  im  persönlichen  Umgange  hin  und 
wieder  bemerkbar  gemacht  haben.  U.  A.  wird  erzählt,  Gintl  habe  bei  seiner 
ersten  Rückkehr  von  Prag  ohne  Weiteres  auf  der  Linie  Wien -Prag  mit  den 
gewöhnlichen  Morse- Apparaten,  in  gewöhnlicher  Einschaltung,  gleichzeitig  hin 
und  her  telegraphiren  wollen  und  sich  gewundert,  dass  dies  nicht  ging. 

4)  Wiener  Sitm  '^    —  Vgl.  auch  Po%%<5.Ti<!^^^VC'*^ 
Annaien  Bd.  96»  & 
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nöthig  gehalten  zu  haben  scheint;  sp&ter  hat  er^)  auch  die  Anlegung 
gleichnamiger  Pole  an  Erde  für  zulässig  erklärt,  und  so  skizzirt 
Galle  auch  schon  die  Einschaltung  im  Polytechnischen  Centralblatte 
(Jahrg.  1853). 

Gesetzt  nun,  Petrina,  dem  eine  ungewöhnliche  Bescheidenheit 
und  Sanftmuth  nachgerühmt  wird,*)  habe  das  Gegensprechen  mit  Morse- 
Apparaten  erfunden  und  sich,  um  es  in  ähnlicher  Weise,  wie  die  Ver- 
wendung gemeinschaftlicher  Batterien  für  das  österreichische  Telegraphen- 
wesen nutzbar  zu  machen,  mit  Stark  in  Verbindung  gesetzt ,*  wäre  es 
nicht  leicht  erklärlich,  dass  er,  nachdem  einmal  der  einflussreiche,  mit- 
unter etwas  barsch  auftretende  Telegraphendireetor  damit  bekannt  ge- 
worden war  und  die  Versuche  damit  in  die  Hand  genommen  hatte, 
diesem  thunlichst  freies  Spiel  Hess  und  als  der  Veranstalter  der  Ver- 
suche auf  der  Linie  nach  aussen  hin  zugleich  als  der  eigentliche  Erfin- 
der angesehen  und  bezeichnet  wurde,  durch  seinen  Vortrag  vom 
6.  November  1854  seine  Prioritätsrechte  für  ausreichend  gewahrt  er- 
achtete? Ist  es  doch  unter  diesen  Verhältnissen  kaum  denkbar,  dass 
Petrina  durch  diesen  Vortrag  einen  Eingriff  in  Gintl's  Rechte  ver- 
sucht hätte.  Zu  der  Annahme  aber,  dass  Petrina  und  Gintl  dieselbe 
Aufgabe  nach  demselben  Grundgedanken  (Ausgleichung  mittels 
eines  Localstromes)  unter  Benutzung  von  verschieden  eingerichte- 
ten Belais  und  Tastern  gelöst  habe,  finde  ich  nirgends  einen  Anhalt. 


Weil  nun  Gintl  —  der  doch  den  chemischen  Schreibtelegraph 
und  Gegensprecher  ausführlich  zu  beschreiben  nicht  versäumt  hat  — 
das  Gegensprechen  mit  Morse- Apparaten  selbst  nicht  beschrieben  und 
vor  seiner,  ebenfalls  nicht  durchschlagenden,  Entgegnung  gegen  Frischen 
auch  Nirgends  unzweifelhaft  als  seine  Erfindung  bezeichnet  hat; 

weil  Gintl  nicht  nur  die  „unbefugte**  Veröffentlichung  in  keiner 
Weise  getadelt  hat,  sondern  auch  der  von  Siemens  ausgegangenen 
öffentlichen  Aufforderung  gegenüber  nicht  mit  einem  Worte  für  sein 
gefährdetes  Recht  eingetreten  ist;^) 

weil  Petrina  in  seinem  Vortrage  vom  6.  November  1854  die  zum 
Gegensprechen  benutzbaren  Relais  und  Taster  als  seine  Erfindung  be- 
zeichnet hat,  worauf  seine  Wittwe  die  Ansprüche  in  ihrem  Unterstützungs- 
gesuche gegründet  haben  kann; 

weil  ausserdem  Petrina  sagt,  Gintl  habe  die  Gegencorrespondenz 
in  die  Praxis  eingeführt,  und  weil  dazu  eine  Aeusserung  Gin tTs  stimmt; 


1)  Vgl.   Zeitschrift   des  Oesterreichischen  Ingenieurvereins ,   Bd.  7,   S.  260; 
Bd.  8,  S.  251. 

2)  Denkrede,  8.  4  und  18. 

3)  Dass  Stark  nicht  auf  diese  Aufforderung  hin  fUr  Petrina  eingetreten 
j»4  ^^^  Niemand  wundem,   der  diesen  MedlieWü^Qü  l&A»ai  i^Qt^(Sulich  gekannt. 


w 
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weil  endlich  Petrina^s  Antheil  an  der  Erfindung  durch  die  Aus- 
sagen noch  lebender  Zeugen  verbürgt  wird,  und  weil  es  innerlich  wahr- 
scheinlicher ist,  dass  Petrina  die  Erfindung  gemacht  hat,  und  dass 
dieselbe  auf  Gintl  übertragen^)  wurde,  weil  unter  seinem  Schilde  die 
Versuche  auf  der  Linie  angestellt  wurden, 

deshalb  glaubte  ich  mich  zu  dem  Ausspruche^)  berechtigt : 

„Sehr  wahrscheinlich  verdankt  man  Petrina  auch  die  Erfindung 
des  Gegensprechens  mit  Morse- Apparaten/' 

Wenn  damit  die  Meinung  ausgesprochen  ist,  dass  von  Petrina 
mehr  als  die  blose  geistige  Anregung  zur  Lösung  der  betreffenden  Auf- 
gabe mit  Morse- Apparaten  ausgegangen  ist,  so  soll  damit  doch  keines- 
wegs das  Verdienst  geschmälert  werden,  welches  sich  Gintl  durch  ver- 
ständnissvolle Förderung  der  Versuche  auf  der  Linie  erworben  hat. 
Ebenso  bleibt  ihm  die  Erfindung  des  Gegensprechens  mit  dem  chemischen 
Schreibapparat.  Sollte  ich  aber  in  meinem  Forschen  nach  Wahrheit 
den  rechten  Weg  verfehlt  haben,  so  wird  Herr  Dr.  Gintl  gewiss  die 
Freundlichkeit  haben,  mich  auf  den  rechten  Pfad  zurückzuleiten.^) 


1)  Es  konnte  dies  offenbar  leichter  und  natürlicher  geschehen,  als  z.  B.  in 
dem  Falle  Steinheil-Matzenauer,  bezüglich  der  Translation,  welcher  in  der 
Zeitschrift  des  Oesterreichischen  Ingenieurvereins,  Bd.  8,  S.  26  und  63;  Bd.  12, 
&.  139  zur  Sprache  gebracht  wird. 

2)  Handbuch,  Bd.  1,  S.  646. 

3)  Um  dies  Herrn  Dr.  Gintl  zu  erleichtem,  habe  ich  demselben  einen  Abzug 
der  diesen  Artikel  enthaltenden,  im  September  1877  erschienenen  Nummer  des 
Journal  telegraphique  nach  Prag  übersandt,  bis  jetzt  aber  keinerlei  Erwiderung 
darauf  empfangen. 


Recensionen. 


Bxillettino  di  bibliografia  e  dt  storia  delle  scieme  matemuliche 
e  fi siehe  pubblicaio  da  B.  Baldassare  Boncompagni,  Tomo  7A'. 
Roma,  Tipografia  delle  scienzc  matematiche  e  ftsiche,     1876. 

Zu  den  nicht  dnrch  Originalabbandlungen  erfüllten  Partien  dieses 
Jahrganges  möge  nur  bemerkt  werden,  dass  die  Pnblicationsregister  durch 
stetes  Hereinziehen  neuer  Zeitschriften  ihrem  hohen  Ziele  absoluter  Voll- 
ständigkeit immer  näher  gebracht  worden.  Der  Bibliograph  wird  beson- 
ders ihretwegen  sich  freuen,  dass  soviel  Genauigkeit  und  Kenntniss  in 
der  Person  eines  Herausgebers  sich  vereinigen,  dem  auch  alle  Susscr- 
lichen  Hilfsmittel  in  so  hervorragendem  Grade  zur  Verfügung  stehen. 
Die  einzelnen  Artikel  sind  folgende: 

1.  Federigo  Na  polt,  Intomo  älla  vita  ed  ai  lavori  di  Francesco  Maurolico, 
S.  1  —  22. 

Maurolycus  (geb.  am  16.  September  1494,  gest.  am  21.  Juli  1575) 
wird  vom  Verfasser  im  Eingang  seiner  Skizze  als  ein  Mann  bezeichnet, 
der  die  damals  eben  entstehende  Algebra  keineswegs  vernachlässigte, 
dabei  aber  doch  sein  Hauptaugenmerk  auf  die  Durchdringung  und  Weiter- 
bildung der  griechischen  Mathematik  richtete.  Aus  diesem  Grunde  war 
es  ihm  mehr  wie  anderen  Zeitgenossen  um  gute  Textausgaben  der  alten 
Klassiker  zu  thun,  und  in  einem  seiner  „Kosmographie^*  einverleibten, 
im  Jahre  1862  aber  durch  Professor  Spezi  neu  herausgegebenen  Briefe 
an  Cardinal  Bembo  setzt  er  ausführlich  Plan  und  Umfang  dieser  seiner 
kritischen  Arbeiten  auseinander.  Ist  nun  auch  diese  philologisch -mathe- 
matische Thätigkeit  die  wichtigere,  so  hat  es  der  gelehrte  Siciliauer  doch 
auch  andererseits  nicht  an  Originalschriften  fehlen  lassen.  Napoli  nennt 
eine  Arithmetik,*  eine  Abhandlung  von  den  Polygonalzahlen,  Lehrbücher 
der  Perspective,  Optik,  Musik,  Geometrie,  Algebra,  Sphärik,  Astronomie, 
Bonnen uhrkunde,  eine   Anweisung  zum   Gebrauche   des   Astrolabs,   eine 


*  Von  dieser  Arithmetik  war  schon  in  unserer  Becension  des  8.  Bullettino- 
Bandes  die  Bede;  vergl  hist.-Iit  Abth.  Jsüirg.Xi^V^  E.iß. 
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Sinastafel  und  diverse  andere  Monographien  über  mathematische,  wie 
andere  Themata.  Von  diesen  Werken  galt  ein  guter  Theil  für  verloren; 
den  Bemühungen  unseres  Verfassers  aber  ist  es  gelungen,  auf  der  Pariser 
Nationalbibliothek  ein  ansehnliches  Convolut  von  Handschriften  des 
Maurolycus  aufzufinden.  —  Als  Astronom  schrieb  Jener,  abgesehen 
von  der  bereits  erwähnten  Kosmographie ,  auch  über  die  Bewegung  der 
Sterne;  nicht  minder  gab  er  bereits  die  Idee  zur  Messung  eines  Meridian- 
bogens,  wie  sie  später  von  Picard  mit  so  grossem  Erfolge  praktisch 
durchgeführt  wurde.  Den  berühmten  Stern  in  der  Cassiopeja  scheint 
er  zu  allererst,  noch  mehrere  Tage  vor  Tycho  Brahe,  wahrgenommen 
zu  haben.  Ausserdem  existirt  von  ihm  ein  Handbuch  der  astronomischen 
Heobachtungskunst,  in  welchem  er  als  die  damals  gebräuchlichen  Instru- 
mente das  geometrische  Quadrat  (eine  Erfindung  Peurbach^s),  das 
Astrolab  (Pladisphär) ,  die  Armillarsphäre  und  den  Himmelsglobus  be- 
schreibt. Die  Gnumouik  zeichnet  sich  durch  eingehende  Untersuchungen 
über  die  Kegelschnitte  aus.  Diese  letzteren  scheinen  den  Maurolycus 
überhaupt  sehr  angezogen  zu  haben,  und  so  wagte  er  sogar  den  Ver- 
such, das  vierte  Buch  der  Kcavind  von  ApoUonius  zu  restituiren. 
Auch  mit  der  Statistik  beschäftigte  er  sich,  und  wir  ersehen  aus  seinem 
posthumen  Werke  ,yDe  Aeqmponderanlibus  ^  sive  de  Momenlis  acqualibtis^^y 
dass  er  schon  1548  den  Schwerpunkt  eines  Drehungsparaboloidcs  zu 
bestimmen  im  Stande  war.  Für  die  Geschichte  der  Physik  interessant 
sind  Maurolycus*  Erklärung  des  Regenbogens,  seine  Forschungen 
über  Brillen  und  Linsen,  seine  Andeutungen  über  Photometrie  und 
strahlende  Wärme.  Nicht  erwähnt,  aber  erwähnenswerth  ist  der  Um- 
stand, dass  auf  ihn  die  erste  correcte  Deutung  des  bekannten,  von 
Aristoteles  gröblich  missverstandenen  Phänomens  zurückgeführt  wer- 
den muss,  welchem  zufolge  die  Projection  eines  durch  eine  polygonale 
Oeffnung  gehenden  Sonnenstrahlenbündels  ein  einfacher  Kreis  ist.  — 
Dass  ein  Mann  von  so  polyhistorischer  Bildung  daneben  noch  Zeit 
hatte,  über  naturhistorische,  logische,  dialectische  Fragen  zu  arjieiten, 
als  Kartenzeichner  thätig  zu  sein  und  die  Eruptionen  seines  Heimath- 
vulkans wissenschaftlich  zu  verfplgen,  wird  uns  hiernach  nicht  Wunder 
nehmen  können;  hervorzuheben  aber  ist  noch,  als  für  das  Zeitalter  be- 
zeichnend, die  Anekdote,  dass  sich  die  Admirale  an  ihn  wandten,  um 
von  ihm,  als  einem  berühmten  Meteorologen,  Aufschluss  über  die  zu 
erwartende  Witterung  zu  erholen. 

Herr  Napoli  verdient  für  seine  eingehende  Biographie  den  Dank 
alier  Historiker,  die  sich  für  eine  der  hervorragendsten,  wenn  auch 
durchaus  nicht  genialsten  Persönlichkeiten  des  Jahrhunderts  der  Renais- 
sance intereasiren« 

2.  SeriUi  •  ^Tolico,  8.  23-121.     WöttÄi<5.VÄx   V^^xx^sö«. 
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auftretenden  Mathematiker  des  Namens  Heron  nämlich  theilt  er  nicht 
völlig  die  Ansicht  Cantor's,  dass  dieselben  in  eine  einzige  Persönlich- 
keit zusammenzuziehen  seien,  und  theilt  deshalb  aus  der  in  des  Herrn 
Herausgebers  Besitz  befindlichen  Originalhandschrift  Bernardino  Sal- 
di's  den  Abschnitt  ^^Herone  Mecanico^^  mi£,  in  welchem  eine  Doppel- 
theilung des  Alexandriners  Heron  stipulirt  wird.  Die  zweite  Zugabe 
Favaro's  behandelt  die  Vorgeschichte  des  Verfahrens,  dessen  sich  der 
Agrimensor  Niphus  bediente,  um  rechtwinklige  Dreiecke  in  rationalen 
Zahlen  zu  erhalten. 

5.  M.  Cantor^   Becension  zu:  Kuckuck,   Die  Rechenkunst  im  sechzehnten 
Jahrhundert,  übersetzt  von  Alfouso  Sparagna,  S.  183—187. 

Aus  dieser  Zeitschrift  übersetzt  und  also  deren  Lesern  bereits  bekannt« 

6.  B.  Boncompagni,   Intomo   ad   tm   trattato   d'aritmetica   di    Giovanni 
Widwwm  di  Eger,  S.  188—210. 

Unter  die  wichtigsten  Schriftdenkmäler  der  mathematischen  und 
speciell  algebraischen  Entwickelungsgeschichte  gehört  zweifellos  Johann 
Widmann's  „Behend  und  hübsch  Rechenung  auf  allen  kauffmann- 
Schäften".  Von  diesem  Buche  kennt  man  ausser  der  Leipziger  Original- 
ausgabe (1489)  drei  Nachdrucke,  einen  Pforzheimer  von  1508,  einen 
Hagenauer  von  1519  und  einen  Augsburger  von  1526.  Fürst  Bon- 
compagni untersucht  mit  jener  Accuratesse  und  Bücherkenntniss,  wie 
sie  ihm  allein  eignet,  die  Verhältnisse  dieser  vier  Auflagen  unter  sich, 
indem  er  dabei  den  gegenwärtigen  Aufenthaltsort  jedes  Excmplares  an- 
giebt.  Zum  Schluss  wird  nach  Conrad  Wimpina  Einiges  über  die 
Lebensverhältnisse  Widmann's  mitgetheilt,  der  in  Leipzig  studirte  und 
dort  mit  einem  sonst  nicht  bekannten  bayrischen  Mathematiker,  Magister 
Altmann  von  Schmidtmühlen  —  am  Einflüsse  der  Vils  in  die  Naab  — , 
in  naher  Verbindung  gelebt  zu  haben  scheint. 

7.  F.  Brioschi   (Lettera  a  />.  B.  Boncompagni) ,  Intomo   al  prohlcma 
delle  tatUocrone,  S.  211—216 

Ohrtmann  hatte  in  seiner  bekannten  Monographie  „Das  Problem 
der  Tautochronen"  die  in  den  Jahren  1852  und  1853  erschienenen 
beiden  Abhandlungen  Brioschi's  über  diesen  Gegenstand,  als  in  einer 
für  ihn  unzugänglichen  Zeitschrift  publicirt,  von  seiner  Berichterstattung 
ausgeschlossen.  Herr  Brioschi  bestätigt,  dass  sein  damals  erzieltes 
.Resultat  die  Entwickelung  Lagrange 's,  an  die  auch  Fontaine  und 
D'Alembert  anknüpften,  in  sich  schliesse,  nimmt  sich  jedoch  vor,  die 
noch  allgemeinere  Auffassung,  zu  welcher  er  seitdem  gelangt,  in  diesem 
Briefe  darzulegen.  Die  selbstverständlich  höchst  elegant  geführte  Ent- 
wickelung enthält  als  Corollar  die  vollständige  Lösung  des  Lagran  ge'schen 
Originalproblems,  die  den  Tautochronismus  bedingende  Kraft  als  Function 
von  Weg  und  Geschwindigkeit  auszudrücken,  erledigt  aber  zugleich  eine 
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allgemeinere  Aufgabe,  in  welcher  diejenige  von  der   synchronen  Carve 
als  specieller  Fall  begriffen  ist. 

8.  Sigismond  Günther,  Note  sur  Jean-Andri  de  Segner  fondatewr  de  la 
mitiorologie  mathimatique,  S.  217-— 228. 

Eine  knrze  Notiz  des  Referenten  Über  den  vielverdienten  und  wenig 
gewürdigten  deutschen  Gelehrten,  welcher  zuerst  (im  Jahre  1733)  den 
Versuch  machte,  die  atmosphärischen  Veränderungen  rechnerisch  durch 
die  Anziehungskraft  der  Himmelskörper  zu  erklären.  Es  wird  zu  zeigen 
versucht,  worin  er  das  Richtige  traf  und  worin  er  irrte,  Letzteres  be- 
sonders durch  Vergleichung  mit  den  für  diese  Frage  massgebend  ge- 
wordenen Untersuchungen  von  Laplace  und  A.  Bouvard. 

9.  Ermanno  Hankel,  Prospetto  starioo  ddlo  svüuppo  deüa  geametria  modema, 
scritto  postumOf  übersetzt  von  Alfonso  Sparagna,  S.  267— 289. 

10.  Ouglielmo  von  Zahn,    CommtmortuMne  di  Ermanno  Hankd,  übersetzt 
von  Alfonso  Sparagna,  S.  290—296. 

Diese  beiden  Uebersetzungen  des  um  die  Verbreitung  deutscher 
Wissenschaft  in  Italien  wohlverdienten  Dn  Sparagna  beziehen  sich 
auf  Publikationen,  die  bei  uns  Jedermann  kennt.  Erstere  nämlich  ist 
das  treffliche  historische  Eingangscapitel  zu  seinen  von  Harnack  edirten 
Vorlesungen  über  projectivische  Geometrie  (vgl.  Milinowski*s  Recension 
in  dieser  Zeitschrift  21.  Jahrg.,  S.  103flgg.),  der  Artikel  über  HankeTs 
mathematische  Arbeiten  aber  ist  in  den  „Mathem.  Annalen*'  (7.  Band, 
S.  583  ff.)  erstmalig  erschienen. 

11.  Caialogo  dei  lavori  dd  Dr.  Ermanno  Hankel,  S.  dOl— 808. 

Dieses  mit  bekannter  Genauigkeit  und  in  der  nicht  minder  bekannten 
Weise  des  „BuUettino"  angefertigte  Verzeichniss  zählt  9  selbstständige 
Schriften  (darunter  zwei  posthume),  16  Artikel  in  Zeit-  und  Sammel- 
schriften (Ersch-Gruber's  Encyklopädie)  und  4  Recensionen  auf. 

12.  Paul  Mansion,  Uebersetznng  aus  dem  Deutschen  von  F.  Kl  ein  ^  Notice 
sur  la  vie  et  les  travaux  de  Louis-Othon  Ilesse,  S.  309—314. 

Die  Uebersetzung  ist  lobenswerth. 

13.  M.  Curtge,   Copemico  in  Italia,    übersetzt  von  Alfonso  Sparagna, 
S.  815—819. 

In  diesem  kleinen,  aber  reichhaltigen  Artikel,  der  zuerst  in  einer 
Provinzialxeitung  erschien  und  deshalb  nur  Wenigen  bekannt  sein  dürfte, 
berichtet  der  Verfasser  über  die  neuen  für  die  Copcrnicus-Forschnng  äusserst 
werthvollen  Fündo,  welche  dem  Bologneser  Malagola  gelungen  sind. 
Die  dem  Familienarchiv  der  Grafen  Malvezzi  entnommenen  Docn- 
mente  enthalten  nämlich  die  Annalen  der  germanisoben  Stadent^^ 
Nation  während  des  Zeitraums  von  1200  bit  1650,  auf  '^ 
unbestreitbarer  Evidenz  hervorgeht,    dass  Oo\iQt^V^%%  wt 
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lieh  soeenannte  berühmte  Malfat titsche  Problem  enthält.    Die  originale 
Erledigung    wird  in  ejcienso  mitgetheilt  und   eine   korze  Geschichte  der     f  ^-^ 
späteren  Lösungen  und  Verallgemeinerungen  daran  geknüpft« 

Herrn  Biadego  sind  wir  auch  für  die  drei  umfönglichen  Anli&nge 
zu  seiner  Biographie  zu  Dank  verpflichtet,  von  denen  zu  berichten  unser« 
nunmehrige  Pflicht  ist. 

16.  Catalogo  dei  lavori  dt  Oianfrancuco  MdlfcUU,  8.  882—387. 
Enthält  3  Separatdrucke,  19  Abhandlungen,   die   im  6.  Bande  cL 

„Bullettino'^  veröffentlichte  Correspondenz   mit   Lorgna   und   an  nn^  ^ 
druckten    Schriftstücken    einen    „Tractat    von    den    Kegelschnitten  n^c=3d 
Oertern^^  und  eine  Briefsammlung,   welche  demnächst  zur  Sprache  ko^^cn- 
men  wird. 

17.  Cixtälogo  di  lavori  rdativi  al  problema  di  Malfatti,  S.  888—398. 
Eine   werthvolle  Ergänzung   der  bekannten   Schrift  von  A.  Wit- -  t- 

stein,  werthvoll  besonders  deshalb,  weil  die  Zusammenstellung  bis  fl^Kof 
die  allerneueste  Zeit  fortgesetzt  ist.  Trotz  seines  höchst  anerkenne^KDS- 
werthen  Fleisses  ist  jedoch  dem  Verfasser  eine  sehr  zu  beachtende  Pi^^cc 
entgegangen,  nämlich  der  im  55.  Bande  des  „Archiv  d.  Math.  u.  Pbjr  ^^•'^ 
abgedruckte,  durch  antike  Strenge  ausgezeichnete  Aufsatz  Mendthtl  **>: 
„Geometrischer  Beweis  der  Steiner*schen  Construction  zur  Lösung  cl es 
Malfatti'scheu  Problems". 

18.  Lettere  inedite  di  Gianfrancesco  MalfcUti,  S.  393—480. 
Von  den  hier  mitgetheilten  Privatbriefen  richten  sich  67  an  Lorgr»  •' 

OanTiraboschi,  2anGa1vagni,je  einer  an  Malvezzi  und  Cagno  1** 
Gewähren  letztere  mehr  nur  ein  literarhistorisches  Interesse,  so  ist  ^^® 
scientiiische  Bedeutung  des  Briefwechsels  mit  Lorgna  um  so  höher  •^ 
stellen.  Wir  heben  einige  der  wichtigsten  Stücke  aus.  Im  fünf*-^^ 
Briefe  wideriegt  Malfatti  eine  der  bekannten  gewagten  Behauptun^^** 
Lorgna's,  welcher  alle  Zahlenreihen  als  durch  die  Riccati 'sehe  Meth<=*^* 

unsummirbar  erklärt  hatte,  deren  allgemeines  Glied  die  Form    —  h^^^' 

ohne  dass  p  und  (j  Glieder  der  nämlichen  arithmetischen  Progres^^*^^ 
wären.  Dass  dies  falsch,  thut  er  einfach  durch  den  Hinweis  auf  folge??«^^^ 
Identität  dar: 

J L-JL4._i_4.       -  A.4.J!i4.ÜL-^ 
3.8^6.l2^9.16^ 1.2^  2.3^  3.4^' •• 

Nr.  11  und  12,  welche  sich  mitLorgna's  geistvoller  und  doch  unreali^"* 
barer    Idee  beschäftigen,    die    Lösung    des    irreduciblen    Falles    auf     ^'^ 
Integration     gewisser    Differentialgleichungen    zu    begründen,    sind    von 
Herrn  Z^fadego  bereits  früWi   ed\tt  ^joid^w^  theil weise  gilt  dies  a«^^ 
von    13  und   14.     Aus  Brief  16  et^aXixftXi  mx^  ^^%  Qiv^\\^\jl^ '^V^t.*  ** 
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wichtige  Experimente  in  der  Elasticitätslehre  angestellt  hat  und  dahin 
gelangt  ist,  das  Gesetz  der  mit  der  Ablenkung  wachsenden  Elasticität 
einer  gespannten  Saite  durch  eine  Hyperbel  zwischen  ihren  Asymptoten 
darzustellen.  Als  auffällig  ist  die  aus  dem  18.  und  19.  Briefe  hervor- 
gehende Thatsache  zu  vermerken,  dass  selbst  Leute,  wie  der  eine  der 
Grafen  Riccati,   die  Bedeutung  der  mathematischen   Symbole    sich    so 

wenig  zu  eigen  gemacht  haben,  um  0.^—1  für  eine  von  Null  ab- 
weichende imaginäre  Grösse  zu  erklären!  Nicht  minder  wird  für  die 
Geschichte  der  höheren  Analysis  Formulirung  und  Behandlung  der  das 
dreizehnte  Schreiben  erfüllenden  Aufgabe  Interesse  bieten,  aus  der 
Gleichung 

#  y=y2rx  —  ;r^  +  r  arc sin  vers x 

heraus  r  in  die  Form  /*(x,  y)  zu  bringen.  Brief  33  beschäftigt  sich  mit 
der  Aufgabe  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  für  drei  Ereignisse,  Hir 
deren  Eintritt  gewisse  günstige  Fälle  gesetzt  sind,  ^^Cevento  medio  probabile^^ 
auszumitteln ;  Brief  36  lehrt  die  Construction  einer  transscendenten  Curve, 
deren  Gleichung    in    den   uns    geläufigen  Polarcoordinaten    diese    wäre: 

r  = .     Auf  ein  anderes  Gebiet  führt  Brief  39,   in  welchem  gegen 

die  von  Lambert  seiner  „Photometrie*'  zu  Grunde  gelegten  Hypothesen 
polemisirt  wird.  Ein  ganz  neues  Licht  auf  die  Schwierigkeiten  und 
inneren  Widersprüche  der  damals  üblichen  Reihenlehre  wirft  der  vier- 
zigste  Brief.     Euler   hatte  gefunden,    dass    der    convergirenden   Reihe 

-. —  -^ — i  +  ^TTT —«-o— iH — •••  der  Werth  ^.  An  entspreche:  Mäl- 
4       tJ— 4      3+4      2.3-4  olg -^ 

ö 

f»tti  giebt  der  Reihe  durch  Zusammenfassung  je  zweier  Glieder  die  Form 

~  ^  \  4  "^  772  ■'"lÖTö  "^1378  "•"  •  V 
und  findet  jetzt  den  Werth  oo.  Er  bittet  Lorgna,  ihm  Aufklärung 
über  das  gefundene  Paradoxon  zu  verschaffen.  Dazu  hätte  aber  jeden- 
falls eine  schärfere  Auffassung  der  Begriffe  von  Convergenz  und  Diver- 
genz gehört,  als  sie  Lorgna  selbst  zu  Gebote  stand;  darüber  klärt  uns 
völlig  Brief  46  auf,  in  welchem  Malfatti  dem  Freunde  dessen  ungenirto 
Rechnung  mit  unendlichen  Grössen  urgirt.  Brief  52  enthält  die  schon 
berührte,  höchst  elegante  Auflösung  des  Ottaj an o- Problems,  von  dem 
Pappus  lediglich  einen  Specialfall  in  Betracht  gezogen  hatte  (vgl. 
Ohasles-Sohncke,  Geschichte  der  Geometrie,  S.  341).  Schliesslich 
ist  noch  die  in  Nr.  67  angeführte  Reihe  bemerkenswerth ,  durch  welche 
ganz  allgemein  jede  trinomische  Gleiebnng  belialMiw»  l3«*4Aa  K^lött 
werden  soll. 

Die  Briefe  dienen  im  WetentliebMi  i 
druckes  über  die  Persönlielikeit  M»^ 
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Leetüre  der  Biographie  mit  fortgenommen  hat.  Es  liegt  vor  uns  ein 
stilles,  bescheidenes  nnd  harmonisches  Gelehrtenleben,  im  engen  Kreiae 
einer  italienischen  Provinzialstadt  sich  abspielend  und  doch  in  stetem 
Contact  mit  dem  Fluge  der  gerade  damals  so  plötzlich  und  hoch  sich 
aufschwingenden  Wissenschaft. 

19.  Qoffredo  Friedlein.     Neerologia  dd   Dr.  Maurizio  Cantor,   übersetzt 
von  Alfonso  Sparagna,  S.  581— 636.  ^ 

Uebertragen  aus  dieser  Zeitschrift  20.  Jahrg.,  Hist.-lit.  Abtheil. 
S.  109  flgg.  Beigegeben  ist  eine  Ueberschau  sämmtlicher  erschienener 
Nekrologe. 

20.  Catalogo  dei  lavori  del  Dr.  Goffredo  Friedlein,  S.  536—553. 

10  selbstständige  Veröffentlichungen ,  53  Zeitschrift  -  Artikel  und 
Kritiken. 

21.  J.  J.  Ahria  et  J.  Hoüel,  Notice  sur  la  vie  et  les  trava%ix  de  Victor- 
Am6d6e  Le  Besgue,  Correspondant  de  V Institut  y  Professetir  honoraire  ä  la 
factdt^  des  sciences  de  Bordeaux,  S.  554 — 555. 

Der  wackere  Veteran  der  Zahlentheorie  ist  am  10.  Juni  1875  zu 
Pau  in  einem  Alter  von  83Vs  Jahren  heimgegangen,  und  zwei  seiner 
Collegen  widmen  ihm  diesen  durch  die  nachher  zu  nennende  Seibat- 
biographie ergänzten  Nachruf.  Ursprünglich  Soldat,  nahm  Le  Besgue 
eine  Hauslehrerstelle  in  England  und  Russland  an  und  lebte  dann  seit 
1S30  als  Lehrer  in  verschiedenen  Städten  Frankreichs,  in  Nantes,  Epinal, 
Neufschateau.  Im  Jahre  1838  erhielt  er  die  Professur  in  Bordeaux,  die 
er  bis  an  sein  Ende  bekleidete,  obschon  er  dazwischen  wieder  vielfach 
seinen  eigentlichen  Aufenthaltsort  wechselte.  Seine  enorme  wissenschaft- 
liche Regsamkeit  bethätigte  sich  fast  exclusiv  im  Gebiete  der  höheren 
Zahlentheorie  und  ebenso  ausschliesslich  in  kurzen  Abhandlungen;  von 
grösseren  Publikationen  sind  nur  zu  erwähnen  ^^Exercices  d'analyse 
numärique^^  und  ^Jntroduclion  ä  la  Iheorie  des  nomhres^^  —  letzteres  freilich 
nur  ein  Torso. 

22.  Catalogue  des  travaux  de  V.  A.  Le  Besgue,  S.  556—573. 

Ausser  jenen  zwei  Büchern  und  zwei  handschriftlich  nachgelassenen 
Arbeiten  noch  121  Nummern. 

23.  Notice  sur  les  principaux  travaux  de  V,  A.  Le  Besgue,  r^digie  par  Im- 
meme,  S.  574—582. 

Der  Verfasser  beabsichtigte  im  Jahre  1860,  um  den  Posten  eines 
wirklichen  Akademiemitgliedes  nachzusuchen,  leistete  aber  mit  der  ihm 
eigenen  Schüchternheit  später  auf  seinen  Plan  Verzicht.  Die  gedrängte 
Skizze,  welche  er  bei  diesem  Anlass  von  seinen  scientifischen  Leistungen 
entwarf,  haben  wir  hier  vor  uns.  —  Die  aphoristischen  Andeutungen 
äbor  die  alJerwicbtigeten  Fragen^  so  z.B.  \&et  A\^ Con^xw^ux  n^'"  Oradea, 
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Der  zweite  Vertreter  der  um  die  Geschichte  unserer  Wia^enschaft 
80  hoch  verdienten  Familie  S^dillot  ist  am  2.  December  1875  von 
hinnen  geschieden  und  sein  Bruder  widmet  ihm  einen  warmen  Nacbrof. 
Als  Sohn  jenes  J.  J.  S^dillot,  bei  dessen  Tod  Alexander  v.  Hum- 
boldt die  wahren  Worte  sprach:  „er  werde  von  der  Mathematik  und 
von  den  orientalischen  Sprachen  gleichmässig  betrauert'S  am  23.  Juni 
1808  zu  Paris  geboren,  lehrte  er  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
die  Geschichte  an  verschiedenen  Collegien  seiner  Vaterstadt-  und  wandte 
sich  mit  Eifer  upd  Erfolg  der  von  seinem  Vater  cultivirten  Specialdisci- 
plin  zu.  Seine  vorzüglichsten  Schriften  werden  aufgezählt;  ausserdem 
wird  einiger  anderer  wichtiger  Arbeiten  Erwähnung  gethan,  so  der  Unter- 
suchung der  platonischen  Spirale,  seiner  Uebersetzung  der  ^^Connus  geo- 
metriques^'  von  Hassan  ben  Haithem  u.  A.  Natürlich  ist  auch  der 
unerquickliche  Streit  über  eine  Stelle  des  Abul-Wafa  nicht  vergessen 
worden,  den  Libri  provocirte.  Der  kurze  Aufsatz  schliesst  mit  der  tief 
empfundenen  Grabrede,  welche  der  zeitige  Director  des  .^College  de 
France^\  Laboulaye,  einem  seiner  tüchtigsten  Professoren  gehalten  hat.*^ 

27.  B.  Boncompagni,  Catalogo  dei  lavori  dt  Luigi  Amelio  Sedillot,  S.  656 
bis  700. 

Dieser  Catalog  hat  den  Vorzug,  nebenbei  auch  noch  alle  bei  Leb- 
zeiten des  Verstorbenen  pnblicirten  biographischen  Artikel  über  denselben 
genau  anzugeben.  Es  sind  deren  neun.  Selbst  veröffentlicht  hatScdil- 
lot  17  Schriften  von  zum  Theile  äusserst  heterogenem  Inhalt  und  95 
kleinere  Abhandlungen  für  Zeitschriften  und  akademische  Repertorien. 
Ungedruckt  fanden  sich  in  seinem  Nachlasse  zwei  Noten  über  die  von 
ihm  mit  so  viel  Eifer  veutilirte  Geschichte  der  dritten  Mondungleich- 
heit vor,  welche  ursprünglich  für  die  Pariser  Akademie  bestimmt  ge- 
wesen waren. 

28.  Maurizio  Cantor,  SuHa  nazionalitä  del  Copemico,  übersetzt  von  AlfoiAo 
Sparagna,  S.  701— 716. 

Dieser  Artikel  ist  eine  von  Autor,  Uebersetzer  und  Herausgeber  mit 
Zusätzen  versehene  Uebersetzung  des  in  der  Beilage  zur  „Allgem.  Zeitung*^ 
vom  1.  Auguc^  1876  veröffentlichten  Referates  über  die  neuesten  Ergeb- 
nisse der  Copernicus-Forschung.  Es  werden  sorgfältig  die  Gründe 
abgewogen,  welche  von  den  Einen  für  die  germanische,  von  den  Anderen 
für  die  polnische  Abstammung  des  Reformators  geltend  gemacht  worden 
sind.  Letztere  laufen  gewöhnlich  auf  die  drei  Punkte  hinaus,  dass  der 
Name  Co  pernio  deutlich  die  slavische  Wurzel  erkennen  lasse,  dass  sein 
Vater  ein  Pole  von   Nation  war  und  dass  seine  Vaterstadt  (Thorn)  unter 


*  Es  gereicht  uns  zur  Freude,  coustatircn  zu  können,  dass  auf  gewisse 
extreme  Doctrinen  des  verdienten  Mannes  über  die  Stellung  der  Araber  zu  anderen 
Völkern  gar  nicht  weiter  eingegangen  worden  ist. 
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elementarer  Darstellung  einem  grösseren  wissensebaftlichen  Publikum 
zum  Verständniss  zu  bringen  und  hierdurch  die  Dioptrik  des  Auges 
einer  genaueren  und  eingehenderen  Behandlung  zuzuführen,  als  solche 
namentlich  ohne  Berücksichtigung  der  Schichtung  in  der  Krystalllinse 
möglich  ist;  2.  die  Kenntniss  über  die  Brechungsindices  der  flüssigen 
Augenmedien  sowohl,  wie  der  Häute  und  Schichten  der  Krystalllinse 
durch  neue  Messungen  zu  erweitern;  3.  die  Gewinnung  von  Integralen 
zur  Bestimmung  der  Cardinalpunkte  eines  Systemes  von  continuirlich- 
variablem  Brechungsindex  und  ihre  Anwendung  auf  die  geschichtete 
Krystalllinse. 

Dem  Inhalte  entsprechend,  zerfällt  der  Grundriss  in  zwei  Haupt- 
abschnitte: in  die  Dioptrik  geschichteter  Linsensysteme  (§§  1 — 39,  S.  1 
bis  132)  und  in  die  Dioptrik  des  menschlichen  Auges  (§§40—69,  S.  133 
bis  276). 

Die  Dioptrik  eines  Linsensystemes  ist  seit  Gauss  und  unter  Zu- 
grundelegung der  von  ihm  eingeführten  Näherungen  Gegenstand  zahl- 
reicher Bearbeitungen  geworden,  wi»  auch  aus  dem  vom  Verfasser  am 
Schlüsse  seines  Buches  gegebenen  Literaturverzeichnisse  «hervorgeht,* 
und  zwar  basiren  viele  derselben  theils  auf  den  elementarsten  Hilfs- 
mitteln der  neueren  Geometrie,  theils  auf  elementaren  analytisch -geo- 
metrischen Methoden.  Die  letztgenannten,  die  C.  Neumann  in  seiner 
bekannten  Schrift:  f,Die  Haupt-  und  Brennpunkte  eines  Linsensystems'^ 
mit  gewohnter  Meisterschaft  handhabt,  hat  auch  der  Verfasser  in  dem 
vorliegenden  Grundrisse  zur  Anwendung  gebracht,  ist  aber  insofern 
weiter  gegangen  als  andere  Autoren,  als  er  der  Entwickelung  von 
Formeln  zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  und  Brennweiten  eine  viel 
eingehendere  Behandlung  angedeihen  lässt,  als  es  in  elementaren  Theorien 
sonst  der  Fall  zu  sein  pflegt.  Hierin  erblicken  wir  auch  den  Haupt- 
werth,  welchen  der  erste  Hauptabschnitt  gegenüber  verschiedenen,  der 
Form  nach  vielleicht  vollkommeneren  Darstellungen  des  Gegenstandes, 
behaupten  darf. 

Nach  einigen  einleitenden  Bemerkungen,  betrefiend  die  einzuführen- 
den Näherungen,  die  Gesetze  der  Brechung  und  Reflexion,  betrachtet 
der  Verfasser  zunächst  die  Brechung  au  einer  Kugelfläche.  Diesem 
ersten  Abschnitte,  der  Grundlage  des  Folgenden ,  hätten  wir  eine  Über- 
sichtlichere Anordnung  und  etwas  mehr  Kürze  gewünscht.  Unserem 
Gefühle  nach  verweilt  der  Verfasser  hier  wie  auch  im  folgenden  Abschnitte 
zu  lange  bei  speciellen  Fällen  und  geht  in  dem  Bestreben,  immer  wieder 
mit  conjugirten  Axenpunkten  die  Darstellungen  zu   beginnen,   etwas  zu 


*  In  diesem  vermiasten  wir  u.  A.  das  vorzügliche  Schriftchen  von  Prof. 
Felice  CaBorati:  Älcuni  strumenti  topografici  a  rifl^^sione  e  le  proprietä  car* 
dinali  dei  cannocohiali  anchc  non  cetUrati,    Milano,  Giuseppe  Bemardoni,  18719, 
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asymptotischen  Punkte,  Über  die  Wirkungen  verschiedener  Linseuarten 
und  über  Aplanatismus  und  Achromatismus  beschliessen  den  ersten 
Haupttheil. 

Der  zweite  Haupttheil  umfasst  mathematische  und  die  Resultate 
experimenteller  Untersuchungen.  In  letzterer  Beziehung  trägt  der  Ver- 
fasser ein  sehr  reiches  und  werthvolles  Material  zusammen  sowohl  aus 
fremden,  wie  aus  eigenen  zahlreichen  Bestimmungen  der  Brechungs- 
exponenten* der  Augenmedien,  speciell  der  Schichten  der  Eurystall- 
linse  des  menschlichen  AugA,  wie  auch  mehrerer  Thieraugen«  Der 
Zunahme  der  Brechungsexponenten  der  Schichten  gegen  den  innersten 
Kern  der  Linse  konnte  ein  einfaches,  allen  untersuchten  Augen  gemein- 
sames Gesetz  angepasst  werden:  diese  Zunahme  ist  der  Entfernung  der 
betreffenden  Schichte  vom  innersten  Kerne  proportional;  diese  Proportio- 
nalität mit  der  Entfernung  findet  auch  sehr  wahrscheinlich  statt  für  die 
Ejrümmungsradien  der  Schichten,  wie  der  Verfasser  aus  eigenen  Messungen 
am  Ochsenauge  und  aus  Messungen  am  menschlichen  Auge  von  Trevi- 
ranus  schliesst. 

Die  mathematischen  Untersuchungen  enthalten  Anwendungen  der 
im  ersten  Theile  gegebenen  Formeln  auf  die  Bestimmung  der  Cardinai- 
punkte  des  accomodirten  und  accomodationslosen  Menschenauges  unter 
Voraussetzung  einer  homogenen  Krystalllinse ,  bei  welcher  Gelegenheit 
der  Verfasser  den  Vorschlag  macht,  das  sogenannte  reducirte  Auge  etwas 
anders  als  von  Listing  geschehen  zu  bestimmen,  nämlich  den  Scheitel- 
punkt der  substituirten  brechenden  Fläche  mit  dem  ersten  Hauptpunkte 
und  ihren  Krümmungsmittelpunkt  mit  dem  zweiten  Knotenpunkt  zusam- 
menfallen zu  lassen,  was  in  der  That  den  Anforderungen  besser  ent- 
spricht. Ferner  wird  die  Krümmung  der  Netzhautbilder  untersucht  und 
ihre  Uebereinstimmung  mit  der  der  Netzhaut  nachgewiesen  (§45)  und 
in  §  49  werden  jene  Punkte  im  Innern  des  Auges  aufgesucht,  dessen 
Bilder  die  Haupt-  oder  die  Knotenpunkte  sind.*'*' 

Sehr  ausführlich  untersucht  der  Verfasser  das  Verhalten  der  ge- 
schichteten Krystalllinse.  Zunächst  wird  ein  Näherungsverfahren  in  An- 
wendung gebracht  (S.  185  und  199),  indem  die  Linse  aus  7  Schichten 
bestehend  betrachtet  wird;  später  folgen  dann  Integralformeln  zur  Be- 
rechnung der  Brennweiten  und  der  Orte  der  Fundamentalpuukte. 

Diesen  Abschnitten ,  denen  doch ,  wie  aus  der  Vorrede  hervorgeht, 
besondere  Wichtigkeit  beigelegt  wird,  hätten  wir  eine  ausführlichere 
Begründung   gewünscht,   denn   die  Annahmen,   die   dem  Verfahren    und 

*  Sie  wurden  ausgeführt  an  einem  grossen  Abbe 'sehen  Refractometer. 
**  Die  auf  S.  167  gegen  Helm  hol  tz  gerichtete  Bemerkung  beruht  wohl  auf 
einem  Uebersehen,  denn  es  ist  in  der  That,  wie  schon,  die  Fig.  ö9  erkennen  iässt, 
der  erste  Knotenpunkt  das  Bild  des  strittigen  Punktes  ki  bezüglich  der  Hornhaut ; 
aUerdings  ißt  i)  kein  reeller  Yereinigungspunkt. 
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Es  ist  zunächst  wahrzunehmen,  dass  die  Ausdrucksweise  eine  sorg- 
fältige. Durchsicht  erfahren  hat,  sie  ist  klar  und  nirgends  schleppend; 
manches  Sprachliche  wird  freilich  „im  Reiche^*  als  mehr  oder  minder 
berechtigte  österreichische  Eigen thümlichkeit  angesehen  werden.  Die 
Ausstattung  des  Btiches  ist  gut,  namentlich  sind  die  Abbildungen  zu 
loben  wegen  ihrer  Deutlichkeit  und  der  Vermeidung  überflüssiger  and 
verwirrender  Nebensachen.  Druckfehler  sind  massig  vorhanden,  ein 
Viertelhundert  Berichtigungen  bringt  die  letzte  Seite. 

Die  neueren  Arbeiten  im  Gebiete  der  niederen,  einige  auch  aus  der 
höheren  Geodäsie,  sind,  mit  erkennbarer  Vorliebe  für  die  (allerdings 
zahlreichen)  österreichischen,  meistens  berücksichtigt,  entweder  nur  durch 
passende  Verwerthung  ihrer  Ergebnisse  oder  mit  dankenswerther  Quellen- 
angabe. Ausser  vielfachen  Abänderungen  und  kleineren  Zusätzen,  mit 
denen  man  wohl  einverstanden  sein  kann,  ist  in  der  vermehrten  Aas- 
gabe folgendes,  das  in  der  vom  Vorworte  zur  5.  Auflage  eingehaltenen 
Ordnung  angegeben  wird,  neu  aufgenommen: 

Der  SteinheiTsche  Heliotrop;  Ausführliches  über  die  Genauigkeit 
der  Längenmessungen;  die  Messräder;  der  anallatische  Distanzmesser 
von  Porro;  die  Untersuchung  über  die  Excentricität  dos  Höhenkreises; 
der  Tbeodolith  von  Breithaupt;  die  Untersuchung  des  Fehlers  im 
Höhenwinkel  wegen  Schiefstehens  der  Rotationsaxe ;  das  Abstecken  langer 
gerader  Linien;    das  Ausstecken   von  Kreisbögen;    die    durch   die   neue 

wenn  9,  a,  a;  beziehungsweise  die  von  einem  Fixpunkte  auf  der  Axc  (etwa  dem 
Kernpunkte  der  Linse)  gezählten  Entfernungen  des  Brennpunktes,  des  Haupt- 
punktes und  jener  Schichte  bedeuten,  zu  welchen  erstere  gehören,  r  aber  den 
Krümmungsradius  der  Schichte,  positiv  gezählt,  wenn  der  Krümmungsmittelpunkt 
im  Sinne  der  positiven  x  def  Schichte  voraus  liegt  Die  erste  Gleichung  kann 
mit  der  des  Verfassers  in  Uebereinstimmung  gebracht  werden,  wenn  man  07-9 
sehr  gross  gegen  nr  voraussetzt,  was  für  die  KrystalUiuse  einigernia^sen  zutrifft. 
Zählt  man  die  Entfernungen  ferner  vom  Liusencentrum^  so  wird  auch  x  gegen  9 
sehr  klein  und  man  hat  dann  angenähert 
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und   zwar  die  zweite  Formel  im  Falle  der  Accomodatiou ,   in  welcbeiu   für  zwei 
gleichweit   vom  Mittelpunkte   abstehende   Schichten    die  r  gleich  und  entgegen 
gesetzt  werden;  Ö  bedeutet  die  halbe  Linsendicke.    Die  Gleichung  zur  Bestimmung 
von  a,    also  des  Hauptpunktes,    scheint   uns  jedoch  mit  der  des  Verfassers  nicht 
vereinbar. 

Auf  S.  264  wird  eine  Ableitung  des  Differentialausdruckes  für  die  Brenn- 
weite gegeben,  die  zu  unserer  Gleichung  geführt  hätte.  Allein  erstlich  begnügt 
sich  der  Verfasser  mit  einer  Näherung  und  substituirt  statt  der  Entfernung  (x) 
des  Brennpunktes  von  der  Grenze  der  Schichte,  die  Entfernung  des  Brennpunktes 
vom  Linsencentrum ,  andererseits  wird  unrichtiger  Weise  n  =  l  statt  n=l  +  cfn 
in  die  Gleichung  gesetzt,  welche  bei  endlichem  Werthe  von  n  für  die  Abscissen 
der  ooiyüguteD  Punkte  gilt. 
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mal  unserer  Raumvorstellang  aasspricht;  aber  dieses  Merkmal  kann  nicht 
in  jene  bestimmte  Form  gefasst  werden,  ohne  zuvor  von  der  an  sich 
einfachen  Raumvorstellang  eine  Abstraction  auf  das  erste  Constmctions- 
element,  den  Punkt,  gemacht  zu  haben.  Machen  wir  etwa  zaq^hst 
die  Abstraction  auf  die  Gerade,  so  haben  wir  unserem  Räume  vier 
Dimensionen  zuzuschreiben,  während  die  Axiome  der  Congruenz  (mit 
den  zu  Grunde  liegenden  Thatsachen  der  sechsfach  unendlich  vielen 
freien  Bewegungen  eines  festen  Körpers)  dabei  unverändert  erhalten 
bleiben.  Wir  wollen  mit  dieser  Bemerkung  nur  darauf  hinweisen,  dass 
eine  solche  vorherige  Abstraction  auf  den  Punkt  für  das  Axiom  noth- 
wendig  ist,  ohne  die  vielleicht  physischen  Gründe  zu  berühren,  welche 
zu  einer  solchen  Abstraction  führen  und  welche  auch  einer  psychologi- 
schen Untersuchung  bedürfen. 

^  Bevor  der  Verfasser  an  die  Untersuchung  der  geometrischen  Axiome 
geht,  scheint  es  ihm  nöthig,  die  logische  Vorfrage  zu  erledigen,  ob  man 
unsere  Raumvorstellung  Überhaupt  definiren  könne,  da  sie  ja  als  einzig- 
artige Anschauung  keinem  höheren  Begriffe  untergeordnet  wäre;  aber  da 
ihr  Inhalt  in  Begriffe  gefasst  werden  kann ,  und  zwar  in  Grössenbegriffe, 
so  entsteht  keine  Schwierigkeit.  Man  hat  nur  solcher  Grössenbegriffe 
mehrere  aufzufinden,  mit  welchen  sich  derjenige  unseres  Raumes  ver- 
gleichen lässt. 

Diese  Möglichkeit  der  Definition  würde  sogleich  klarer  geworden 
sein,  wenn  der  Verfasser  die  Thatsache  benutzt  hätte,  dass  man  den- 
selben Inhalt  unserer  Raumanschauung  auf  sehr  verschiedene  Weise  in 
Begriffe  fassen  kann.  Denn  wir  haben  schon  erwähnt,  dass  man  sich 
den  Raum,  statt  durch  continuirliche  Bewegung  eines  Punktes,  auch 
durch  Bewegung  eines  andern  Gebildes,  etwa  einer  Geraden,  erzeugt 
vorstellen  kann ;  hierbei  ergiebt  sich  aber  offenbar  der  Grössenbegriff  einer 
durch  n  Veränderliche  bestimmten  —  oder  specieller  einer  gleichartig 
ausgedehnten  und  congruenten  —  Mannigfaltigkeit.  Ueberhaupt  wäre 
es  vortheilhaft,  wenn  neben  den  nach  Helmholtz  gewählten  Beispielen 
der  Farben-  und  Tonreihe  als  solches  unser  vierfach  ausgedehnter,  aus 
Geraden  erzeugter  Raum  betrachtet  würde.  Denn  eine  Reihe  von  Ein- 
wänden, welche  gegen  diese  Beispiele,  wegen  der  Schwierigkeit,  Analoga 
für  die  Congruenzbedingungen  etc  zu  finden ,  erhoben  worden  sind ,  fal- 
len hier  von  selbst  weg,  so  vor  Allem  der  Einwand  gegen  die  Möglich- 
keit einer  nfach  ausgedehnten  anschaulichen  Mannigfaltigkeit.  Ausser- 
dem aber  würde  diese  Auffassung  dazu  dienen,  das,  was  in  unserer 
Raumvorstellung  wirklich  enthalten  ist,  von  dem  zu  trennen,  was  nur 
infolge  von  Definitionen  und  hinzugetretenen  Massbestimmungen  in  den 
Axiomen  zum  Ausdruck  gelangt.  Denn  das  Erstere  bleibt  auch  bei  un- 
serem Linienraume  erhalten,  aas  System  von  Axiomen  aber  wird  anders 
geartet.     80  aieht  man   z.  B.,  dass  man,   um  den  Begriff  der  Festig. 
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mittels   Bewegung    der    existirenden    festen   Körper    auf  den   Raum   an- 
gewandt wird,  wird  durch  ein  analoges  ersetzt     Dabei  zeigt  sich,    dass 
diejenige  Eigenschaft    des  Raumes,    welche    wir  durch   den   Weith   des 
Krümmungsmasses  charakterisiren ,  in  Wirklichkeit  nur  eine  solche  unseres 
Masssjstems   ist.    —   Durch   diese   Darlegung   würden   mehrere   Vortheile 
erreicht:    es   zeigt   sich  vor  Allem,    dass  der  Begriff  „Richtung"  für  sich 
allein  noch  nicht  das  Mass  liefern  kann,  da  ja  hier  die  Gerade  ohne  das 
gewöhnliche  Mass  fortexistirt.     Es  wird  aber  weiter  dadurch  eine  vielver- 
breitete  Unterschiebung  zurückgewiesen,  welche  hauptsächlich  der  Grund 
der   falschen  Auffassungen   und   der  Angriffe   gegen  die  mathematischen 
Theorien  geworden  ist,  vor  welcher  aber  schon  Helmhol tz  (S.  38  seines 
Aufsatzes)   gewarnt  hat:   dass   diejenigen  Verhältnisse,   welche   sich  nur 
auf  die   sinnliche   Anschauung  krummer  Flächen   beziehen ,    auf  unsern 
Raum  tibertragen  werden.     Wir  haben  vielmehr,  wenn  wir  unserm  Räume 
positives  oder  negatives  KrÜmmungsmass  zuschreiben,  unsere  allgemeine 
Anschauung  in  Nichts  abzuändern;   und  auch  für  einen  Beobachter,   der 
sich   in   einer  fictiven   vierten  Dimension   befände,    könnte   unser   Raum 
dabei  als   ein  ebener  Schnitt  erscheinen.     So   wird  auch  das  Dilemma 
Riemann^s  verständlich:  „Es  muss  entweder  das  dem  Räume  zu  Grunde 
liegende  Wirkliche  eine  discrete  Mannigfaltigkeit  bilden,  oder  der  Grund 
der  Mass  Verhältnisse  ausserhalb  in  darauf  wiskenden  bindenden  Kräften 
gesucht  werden/*     Denn  da  dieselbe  stetige  Mannigfaltigkeit  verschiede- 
ner Massverhältnisse  fähig  ist,  so  kann  der  Grund,  welcher  unsere  spe- 
cielle  Massbestimmung  bedingt,  nicht  aus  dem  Begriffe  der  Mannigfaltig- 
keit folgen,  sondern  nur  ein  äusserer,  etwa  ein  mechanischer,  sein. 

Der  Verfasser  kommt  in  dem  ersten  Theile  seines  Aufsatzes  zum 
Schlüsse,  dass  die  drei  Axiome:  von  den  drei  Dimensionen,  von  der 
Congruenz  und  von  der  Ebenheit,  für  unsere  Euklidische  Geometrie 
nothwendig  und  genügend  seien.  Wir  wollen  hier  auf  diesen  Schluss 
nicht  näher  eingehen,  da  wir  diese  ganze  Fr&ge  noch  durchaus  nicht  für 
abgeschlossen  halten.  Denn  nach  unserer  Ansicht  müsste  das  zweite 
dieser  Axiome  zunächst  kommen,  dann  ein  solches,  welches  die  Zahl  6, 
von  den  sechsfach  unendlich  vielen  freien  Bewegungen  eines  festen  Kör- 
pers herrührend,  unter  die  charakteristischen  Merkmale  unserer  Raum- 
vorstellung aufnimmt,  sowie  auch  diejenigen  Zahlen,  welche  den  Unter- 
gruppen dieser  Bewegungen  angehören. 

Nach  der  Feststellung  der  Voraussetzungen,  welche  dem  Inhalt 
unserer  Raumvorstellungen  zu  Grunde  liegen ,  gelangt  der  Verfasser  [nun 
zur  psychologischen  Frage  nach  den  Bedingungen  ihrer  Entstehung. 
Während  die  mathematische  Untersuchung  von  allen  philosophischen  An- 
nahmen über  die  Art  dieses  Ursprungs  unabhängig  war,  nimmt  die  letz- 
tere Untersuchung  aus  jener  wenigstens  Anlass  zu  neuen  Fragestellungen, 
wean  auch  nicht  eigentliche  Entscheidungsgründe.     Denn  in  jeden  sei« 
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der  beatigen  matbematiscben  Schriften  geschieht.  Nach  dieser  allgemei- 
nen Auffassung  ist  Mathematik  diejenige  Wissenschaft,  welche  alle  Ord*- 
nungsheziebungen ,  die  stetige  oder  discrete  Mannigfaltigkeiten  zulassen, 
entwickelt  und  die  Kriterien  untersucht,  die  diese  Beziehungen  charak- 
terisiren;  ganz  unabhängig  davon,  welche  dieser  Kriterien  bei  einer  ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit  erfüllt  sind.  Unter  6eofnetr|ie  versteht  man 
daher  jetzt  in  der  Regel  (von  einzelnen  inconsequenten  Stellen  abgesehen) 
etwas  sehr  viel  Allgemeineres,  als  dasjenige  System,  welches  die  in 
unserem  Räume  vermöge  der  festen  Körj^er  gegebenen  Massbeziehuogen 
behandelt;  und  ebenso  giebt  es  eine  allgemeinere  Arithmetik,  als  die 
gewöhnliche,  deren  Gegenstand  die  rationalen  und  irrationalen  Zahlen 
sind.  —  Die  Frage  aber,  welches  der  mathematischen  Systeme  im  ge- 
gebenen Falle  specielle  Anwendung  (z.  B.  speciell  -  geometrische 
Verwendung)  zu  finden  hat,  liegt  Über  den  Grenzen  der  Mathematik; 
genug,  dass  sie  die  Kriterien  darbietet. 

Was  der  Verfasser  also  von  der  Geometrie  und,  wie  er  bemerkt, 
von  der  Mathematik  überhaupt  aussagt,  bezieht  sich  nur  auf  die  Frage 
nach  denjenigen  Systemen,  welche  für  specielle  Mannigfaltigkeiten,  wie 
den  Raum  unserer  gewohnten  Vorstellung  oder  das  gewöhnliche  Zahlen- 
gebiet, zur  Anwendung  zu  gelangen  haben.  Auf  die  mathematische  Wis- 
senschaft überhaupt  aber  beziehen  sich  seine  Bemerkungen  nicht. 

Die  Theorie  ist  im  Wesentlichen  die  folgende: 

Der  Inhalt  unserer  gewohnten  Raumanschauung  kann  völlig  auf  eine 
begrenzte  Zahl  von  Definitionen  und  Axiomen  zurückgeführt  werden,  die 
möglichst  einfache  Abstractionen  ihres  Gebiets  sind ,  abweichend  von  den 
übrigen  Wissenschaften,  in  welchen  die  Grundbegriffe  gerade  die  schwie- 
rigsten und  letzten  sind.  Die  Axiome  sind  nicht  nothwendig,  allgemein 
und  unveränderlich  in  absolut  rationalistischem  Sinne;  vielmehr  enthalten 
sie  Urtheile  über  Erfahrungsthatsachen  und  sind  nur  relativ  nothwendig 
und  allgemein  insofern,  als  sie  unsere  Anschauungen  überall  darstel\|^n« 
Auch  die  Construetionsbegrifi'e  enthalten  empirische  Elemente,  wenn  auch 
keine  neuen,  als  die  schon  in  den  Axiomen  ausgesprochenen;  sie  sind 
aber  keine  blossen  Abstractionen ,  sondern  auch  Modificationen  des  empi- 
risch Gegebenen,  ideale  Bilder,  deren  Conception  rein  vollzogen  werden 
kann.  —  Diese  letztere  Möglichkeit  soll  nur  auf  der  Gleichartigkeit 
der  Raumelemente  beruhen.  Wir  möchten  aber  doch  den  Grund  dieser 
Art  von  Vorstellungen  darin  finden,  dass  die  einfachsten  Gebilde,  Ge- 
rade und  Ebene,  selbst  als  durch  die  eine  oder  andere  Art  der  Con- 
struction  aus  den  Raumelemeuten  erhalten  gedacht  werden.  —  Endlich 
sind  auch  die  Axiome  der  Grössengleichheit  empirisch. 

Ausser   den  Grundbegriffen   ist  auch    die  Methode  für  das  Wesen 

der  Geometrie  charakteristisch.    Die  Geometrie  verfahrt  einmal  (abgesehen 

roo   ihren  Axiomen)  synthetiscb,  da  in  ^edcvm  ^•^om«lna^heu  Lehrsatse 
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zwölf  Jabren  bei  der  Anzeige  von  Quelelei,  Hisioire  des  sciences  maikd- 
matigues  ei  physiques  chez  les  Beigen  (Zeitscbr.  Matb.  Pbys.  XI,  Literatur- 
Zeitung  S.  29)   dabin    ansfübrten,  es   sei  nicbt  möglieb,   eine  Geschichte 
der  Matbematik   in   Italien,    in   Belgien,    in   Deutscbland    zu    schreiben. 
Zwischen  der  Geschichte  der  Astronomie  und  der  der  Mathematik  findet 
aber  der  engste  Zusammenbang  statt,   so   dass  kaum  ein  Name   in  der 
ersten  zur  Geltung  gelangt,  der  nicbt  auch  der  zweiten  angehört,  so  daa0 
also   aucb  die  gleichen  Einflüsse  und  Abbängigkeiten  in  der  einen,   wie 
in  der  andern  zu  Tage  treten.     Diese  Gemeinsamkeit  ist  es  auch,  welche 
uns  gestattet,  ein  Urtheil  Über  eine  Gescbicbte  der  Astronomie  öffentlich 
auszusprechen,  wäbrend  wir  einem  tbeoretiscb  oder  gar  einem  praktisch 
astronomiscben  Werke  gegenüber  es  nicbt  wagen  würden,  unsere  Laien- 
stimme zu  erbeben.  ' 

Mit  dem  Urtheil  über  ein  so  umfassend  angelegtes  und  zugleich 
tausend  Einzelbeiten  in  sich  scbliessendes  Werk  ist  es  eine  eigenthttm- 
licbe  Sacbe.  Man  würde  offenbar  dem  Verfasser  zu  nabe  treten,  wenn 
man  Qu^telet's  Wort:  „eine  Stecknadel  in  einem  Bunde  Heu  auf- 
suchen zu  wollenes  auf  sein  Werk  anwendete  und  jede  kleine  im  Texte 
oder  in  den  Anmerkungen  zerstreute  Notiz  sorgsam  prüfte,  ob  nicht  ein 
Irrtbum  unterlaufen  ist.  Keinen  Irrtbum  zu  begeben,  ist  kaum  der  sicber, 
dec  nur  solche  Dinge  aufnimmt,  welche  in  allen  Gescbicbtswerken  gleich- 
mttssig  berichtet  werden.  Wer  dagegen  überall,  wo  es  ibm  möglich  ist, 
auf  die  Quellen  selbst  zurückgeht,  wem  die  eigene  Auffassung,  auf  gründ- 
licbem  Studium  berubend  und  mit  fremden  Meinungsäusserungen  ver- 
glichen, das  Vorrecbt  vor  altüberkommenen  Berichten  besitzt,  der  wird 
um  so  gewisser  da  und  dort  eines  kleinen  Missverständnisses,  einer  kleinen 
Uebereilungssünde  sich  scbuldig  machen,  aber  dessen  Schriften  werden 
auch  den  Leser  mit  dem  Bewusstsein  erfüllen.  Neues  gelernt  zu  haben 
und  darunter  un verbal tnissmässig  mehr  nichtiges ,  als-  die  kleinen  unver- 
meidlichen Mängel  betragen.  Ein  solcher  Forscher,  wie  wir  ihn  hier 
schilderten,  ist  aber  Rudolf  Wolf.  Wir  wissen  kaum,  was  wir  mehr 
an  ihm  bewundern  sollen,  ob  die  Geistesarbeit,  mit  welcher  er  die  Werke 
der  grossen  Astronomen  aller  Zeiten  in  sich  aufzunehmen  und  dem  mo- 
dernen Leser  mundgerecht  zu  machen  wusste,  oder  die  Sammelthätigkeit, 
welche  Einzelscbriften  über  hervorragende  Männer  oder  besonders  denk- 
würdige Ereignisse  aufspürte,  von  deren  Vorhandensein  kaum  Antiqua- 
riatskataloge eines  Friedländer  &  Sohn  oder  eines  Gau thier -Villare  Kunde 
geben.  Wenn  Herr  Wolf  den  unglaublichen  Reichthum  an  biographi- 
schen und  literarischen  Nachweisungen  in  P oggendor ff ^s  Handwörter- 
buche rühmt,  welches  er  unendlich  oft  benutzen  konnte,  so  ist  Referent 
mit  der  Werthschätzung  jenes  zweibändigen,  gegenwärtig  jedem  Qe- 
schichtsforscher  auf  dem  Gebiete  der  exacten  Wissenschaften  unentbehr- 
liehen  HiUBwerke»  völlig  einverstanden;  aber  die  Gerechtigkeit  verlangt. 
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dass,  wie  die  zweite  Hälfte  des  Satzes  zu  verstehen  giebt,  das  einem 
Kreise  eingeschriebene  Quadrat  genau  die  Hälfte  des  demselben  Kreise 
umschriebenen  Quadrates  bildet,  während  der  ersten  Hälfte  dea  Satses 
zufolge  der  Kreis  selbst  um  ein  Viertel  weniger  Fläche  einnimmt,  ab 
das  ihm  umschriebene  Quadrat,  lieber  diesen  mit  dem  Wortlaute  niefat 
ganz  übereinstimmenden  Sinn  lassan  aber  Commentare  und  Anwendungen 
keinen  Zweifel  zu.  Die  Fläche  des  dem  Kreise  umschriebenen  Quadra- 
tes ist  4r^,  und  wird  diese  um  ein  Viertel  verringert,  so  bleibt  für  die 
Kreisfläche  3r',  mithin  tc  =  3.  Wieder  der  babylonische  Talmud  spricht 
nun  auch  den  zweiten  Satz  aus:  „Alles,  was  im  Umfange  3  Hand* 
breiten  hat,  ist  1  Hand  breit**  und  damit  ist  das  Verhältniss  des 
Kreisumfanges  zum  Durchmesser  oder  tu  =  3  wiederholt  festgestellt,  wenn 
auch,  wie  wir  schon  sagten,  der  Zusammenbang  beider  Vorschriften  auf 
den  ersten  Blick  nicht  einleuchtet.  Den  Talmudisten  selbst  muss  wohl, 
wie  bei  dem  damaligen  Zustande  griechischer  Wissenschaft  und  dem 
griechisch  -  palästinischen  Verkehre  einleuchtet,  das  Vorhandensein  eines 
genaueren  Werthes  fUr  n  nicht  fremd  gewesen  sein.  Darauf  deutet  die 
Frage  jenes  neugierigen  Anonymus  (Erubin  14a):  Woher  leitet  man  den 
Satz  ab ,  dass  dem  Durchmesser  1  der  Umfang  3  entspreche  ?  Er  erhält 
zur  Antwort:  1.  Könige  VII ,  23.  Anknüpfend  an  dieselbe  Stelle,  welche 
die  Gestalt  des  sogenannten  ehernen  Meeres  betrifft,  welches  10  Ellen 
von  einem  Rande  zum  andern  mass,  und  eine  Schnur  30  Ellen  lang  war 
das  Mass  rings  herum,  haben  wir  früher  einmal  (Zeitschr.  Math.  Phys. 
XX,  histor. •  literar.  Abth.  S.  163 — 165)  versucht,  die  gleiche  Frage  des: 
„Woher  7r  =  3?*'  zu  erörtern  und  sind  zur  Wahrscheinlichkeit  gelangt, 
diese  Annahme  sei  altorientalisch ,  muthmasslich  babylonisch.  Wir  haben 
dafür  auf  das  Auftreten  dieses  Nähcrungs werthes  in  China,  in  Griechen- 
land hinweisen  dürfen;  wir  haben  später  (Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII, 
histor. -literar.  Abth.  S.  17)  den  gleichen  Werth  bei  Indern  auftreten  sehen, 
was  unsere  Meinung  noch  bestärkt.  Da  wir  an  dem  erst  angegebenen 
Orte  (Bd.  XX  dieser  Zeitschrift)  uns,  wie  wir  durch  briefliche  Anfragen 
erst  vor  Kurzem  erfahren  haben ,  über  die  eine  Art  von  Anwendung  des 
Werthes  tt  =  3  nicht  mit  hinlänglicher  Deutlichkeit  ausgedrückt  haben, 
so  sei  gestattet,  hier  darauf  zurückzukommen.  Aus  den  Abmessungen 
des  ehernen  Meeres,  zusammengehalten  mit  den  2000  Bath,  welche  hin- 
eingegangen sein  sollen ,  zogen  wir  damals  den  Schluss ,  den  Verfertigem 
des  ehernen  Meeres  habe  die  Formel  ^Ttr^  für  den  Kugelinhalt  unter 
Annahme  von  n  =  d  gedient.  Wir  meinten  natürlich  nicht,  dass  jene 
Formel  als  solche  bekannt  war;  sie  war  es  so  wenig,  wie  die  2nr  für 
den  Kreisumfang,  wie  nr^  für  die  Kreisfläche!  Aber  wir  meinten,  man 
habe  den  Kugelinhalt  berechnet  als  4r^  oder,  was  vielleicht  noch  deut- 
licher ist;  als  ^.{2ry.  Mit  anderen  Worten :  Der  Kreisumfang  galt  für 
das  Dreifache   des   Durchmessers,    die  Kreisfläche   für  drei  Viertel   des 
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rechteckes  bezeichnet,  da  ausserdem  l  —  2x  die  Seite  des  inneren  Qua* 
drates  bildet,  in  welches  die  fünfte  Samengattnng  in  selbst  quadratischer 
Form  eingesät  werden  soll ,  so  ist  die  Function ,  welche  zu  einem  Maxi- 
mum werden  soll, 

Demnach  ist  /''(x)  =  — 12ap  +  2/,  /^'(a:)  =  — 12.     Ein  Maximum  entsteht 

also  bei  o:  =  ^ ,  woraus  die  Construetion  leicht  folgt.     Genau  eben  diese 

Construction  lehrte  aber  Maimonides  (1135  —  1204).  Freilich  giebt  er 
keinerlei  Auskunft  darüber,  wie  er  zu  seiner  Construction  gekommen  sei 
und  welchen  Zweck  er  dabei  im  Auge  habe.  Vielleicht  mochten  ihm 
gewisse  elementare  Betrachtungen  des  relativen  Werthes  dieser  und  an- 
derer ZerföUungen  des  ursprünglichen  Feldes  in  Beete  dienen,  wie  sie 
auch  Herr  Zuckermann  S.  15 — 16  benutzt.  Cantor 


Der  Thibanfsche  Beweis  für  das  elfte  Axiom,  historisch  und  kritisch 
erörtert  von  Prof.  Dr.  S.  Günther.  Programm  zur  Schlussfeier 
des  Jahres  1876 — 77  an  der  königl.  Studienanstalt  zu  Ansbach. 

Seit  Euklid  die  erste  uns  erhaltene  Parallelentheorie  auf  eine  For- 
derung stützte,  welche  bei  jedem  Leser  den  Zweifel  wach  rufen  musste» 
ob  denn  diese  Forderung  auch  zu  erfüllen  sei ,  sind  mehr  als  zwei  Jahr- 
tausende verflossen.  Jener  Zweifel,  den  wir  als  naturgemäss  bezeichne- 
ten, liess  nicht  lange  auf  sich  warten.  Schon  Claudius  Ptolemäus, 
der  grosse  alexandrinische  Astronom,  schrieb  eine  besondere  Schrift  über 
das  sogenannte  elfte  Axiom,  welche  uns  allerdings  verloren  gegangen 
ist,  deren  Hauptinhalt  aber  von  Proklus  in  seinem  Commentar  zu  den 
euklidischen  Elementen  aufbewahrt  wurde.  Das  einmal  gegebene  Bei- 
spiel fand  Nachahmung  zu  den  verschiedensten  Zeiten,  und  wenn  wir 
nur  auf  das  XIX.  Jahrhundert  uns  beschränken  wollten,  so  wäre  es  eine 
zum  Erschrecken  stattliche  Anzahl  von  Versuchen,  die  Parallelenlehre 
auf  festem  Grunde  aufzubauen,  welche  uns  begegnen  würde.  Herr  Gün- 
ther hat  aus  den  vielen  sogenannten  Beweisen  des  elften  Axioms  einen 
hervorgehoben ,  der  es  nach  mancherlei  Richtung  verdiente ,  geschichtlich 
verfolgt  und  mit  prüfendem  Blicke  nach  seinen  Schwächen  untersucht  zu 
werden.  Es  ist  das  der  Beweis,  den  Thibaut  seit  dem  Anfange  un- 
seres Jahrhunderts  in  seinen  von  Hunderten  von  Zuhörern  besuchten 
Vorlesungen  lehrte  und  in  seinem  „Grundrisse  der  reinen  Mathematik^^ 
niedergelegt  hat,  jener  Beweis,  welcher  zunächst  die  Winkelsumme  des 
Dreiecks  zu  zwei  Rechten  vermöge  einer  in  drei  Acten  mit  zwischen- 
Jiegender  Transl/ition    vollzogenen    vollen   Rotation   begründet  und  von 
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physikalischer  Forschung,  bearbeitet  von  Dr.  C.  Bobn,  Pro- 
fessor der  Physik  an  der  ForMehranstalt  Aschaffen  barg.     I.  Lief. 

Der  Verfasser  des  Werkes,  von  dem  erst  etwa  der  dritte  Theil 
erschienen  ist,  beabsichtigt  nach  einem  ausgegebenen  Prospect,  hanpt- 
sftchiich  den  Bedürfnissen  Derer  zn  gentigen ,  die  sich  auf  Prüfungen  aus 
der  Physik  vorbereiten  wollen ;  er  denkt  sich  dasselbe  aber  auch  als  kur- 
zes Handbuch  zum  Nachschlagen ,  als  Mittel  zur  Kepetition  und  als  Leit- 
faden zu  Vorlesungen.  „Ausführlichkeit  oder  gar  Vollständigkeit  der 
Tabellen  ist  nicht  beabsichtigt,  sondern  nur  Auswahl  des  Wichtigsten 
und  zuerst  Nöthigen.'*  Die  erste  Lieferung  enthält:  Allgemeines  Über 
Körper  und  Kräfte,  allgemeine  Mechanik  und  Schwere,  physikalische 
Mechanik,  Wärmelehre  (erster  Theil). 

Nach  dem  Titel  könnte  man  eine  Sammlung  von  Formeln  und  Zahlen - 
werthen  erwarten;  so  trocken  hat  der  Verfasser  den  Inhalt  nicht  geben 
wollen I  er  hat  noch  den  Zusammenhang  der  Resultate  kurz,  aber  voll- 
kommen genügend  dargestellt.  Ob  das  Werk  zur  Vorbereitung  für  Prü- 
fungen ausreicht,  wir^  wohl  bezweifelt  werden  dürfen;  mit  dem  Satze, 
dass  z.  B.  „künftige  Lehrer  nicht  oder  nur  selten  und  stets  in  zweiter 
Linie  bei  der  Prüfung  nach  den  Mitteln  und  Wegen  der  Forschung  ge- 
fragt werden**!  wird  nicht  Jedermann  einverstanden  sein.-  Als  Nach- 
schlagebuch dagegen  in  allen  obengenannten  Fällen ,  für  Studirende,  für 
Candidaten  und  Lehrer,  scheint  es  seinem  Zwecke  vollkommen  zu  ent- 
sprechen; doch  ist  zu  bedauern,  dass,  wie  oben  angeführt,  Vollständig- 
keit der  Tabellen  nicht  beabsichtigt  ist ;  es  würde  dadurch  sicher  sehr  an 
Brauchbarkeit  gewinnen.  Bei  einzelnen  Zahlenangaben,  z.  B.  über  speci- 
fische  Wärme,  Ausdehnung  durch  Wärme  u.  s.  w.,  wäre  es  von  Interesse,  die 
Autorität  zu  erfahren,  die  Originalzahlen  nebst  Angabe  des  Namens  des 
Autors.  Das  in  Beziehung  auf  Brauchbarkeit  für  den  Lehrer  und  Stu- 
direnden  der  Physik  bei  Weitem  in  erster  Linie  stehende  Werk  von 
Mousson  (dem  nur  leider  ein  Register  fehlt)  ist  hierin  Muster  und 
scheint  auch  von  dem  Verfasser  benützt  zu  sein.  Warum  dann  nicht 
noch  die  Namen  beisetzen,  die  neben  den  Zahlen  stehen?  Vielleicht 
würde  ein  Bogen  mehr  nöthig  geworden  sein,  aber  die  Zahl  der  Ab- 
nehmer wäre  gewiss  eine  grössere. 

Im  Einzelnen  lässt  sich  nur  wenig  aussetzen,  die  Definitionen  und 
Erklärungen  sigd  scharf  und  erschöpfend.  Nur  in  §  26  ist  von  einem 
nach  dem  Erdmittelpunkte  gerichteten  senkrechten  Zuge  die  Rede 
(was  senkrecht  zur  Erdoberfläche  ist,  geht  nicht  durch  den  Erdmittel- 
punkt, vergl.  §  70);  in  §  62  wird  gesagt,  alle  Körper  seien  gleichschwer, 
was  die  Anmerkung  indirect  verneint;  in  §  67  ist  die  kühne  Behauptung 
aufgestellt ,  die  Bestimmung  einer  Mittelkraft  sei  nur  durch  eine  in  vielen 
Fällen  gar  nicht  ausführbare  Rechnung  möglich!  und  in  etlichen  Fällen 
bi  der  Text  für  die  Figur  zu  mager,  so  dass  die  letzte  unverständlich 


Bibliographie.  101 


'"-^-'v*»  ^^.^  ^  A 


Angewandte  Mathematik. 

Pnblication  des  königl.  prenssischeu  geodätischen  Instituts:  Das  rhei- 
nische Dreiecksnetz.  2.  Heft:  Die  Richtungsbeobacbtungen.  Berlin, 
Schlesien  15  Mk. 

Listing,  J. ,  Neue  geometrische  und  dynamische  Constanten  des  Erdkör- 
pers.    Göttingen,  Dieterich.  1  Mk. 

He  18,  E. ,  Atlas  coelesiis  ecUpHcus,  Octo  continens  (abiilas  ad  delineandum 
Urnen  zodiacale.     Cöln,  Du  Mont- Schauberg.  6  Mk. 

Vo(JEL,  H.,  Der  Sternhaufen  %  Persei,  beobachtet  am  achtzölligen  Re- 
fractor  der  Leipziger  Sternwarte  in  d.  Jahren  1867 — 1870.  Leipzig, 
Engelmann.  -  2  Mk.  40  Pf. 

AuwERS,.  A. ,  Bericht  über  die  Beobachtung  des  Venusdurchganges  vom 
8.  December  1874  in  Luxer.     Berlin,  Dümmler.  13  Mk. 

BoLTZMANN,  L. ,  Ueber  die  Beziehung  zwischen  dem  2.  Hauptsatze  der 
mechanischen  Wärmetheorie  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
resp.  den  Sätzen  Über  das  Wärmegleichgewicht.  (Akad.)  Wien,  Gerold. 

90  Pf. 

Physik  und  Meteorologie. 

Maxwbll,  C,  Theorie  der  Wärme,  übers,  v.  F.  Nbksen.  2.  Lief.  (Schluss.) 
Braunschweig,  Vieweg.  3  Mk.  20  Pf. 

Bbbtz,  W.  V. ,  Grundzüge  der  Elcktricitätslehre.  10  Vorlesungen.  Stutt- 
gart, Meyer  &  Zeller.  3  Mk.  60  Pf. 

ExNER,  F.  und  GoLDSCHMiEDT,  Ueber  den  Einfluss  der  Temperatur  auf 
das  galvanische  Leitungsvermögen  der  Flüssigkeiten.  (Akad.)  Wien, 
Gerold.  1  Mk.  20  Pf. 

Trogst,  B.,  Nachweis  der  Unzulänglichkeit  der  Kirchhoflf 'sehen  Erklä- 
rung der  dunklen  Frauenhofer'schen  Linien  im  Sonnenspectrum. 
Leipzig,  Georgi.  1  Mk.  25  Pf. 

Witte,  E.,  Ueber  Meeresströmungen.     Pless  i.  O. - S. ,  Krummer.    2  Mk. 


Hitt-Iit  Ahthlg,  d.  ZcItMhr.  f.  lUth.  «•  Vli|B.XXni«  ^ 


110  Historisch -literarLBohe  Abtheilnng. 

196.  Th^orämes  aar  les  coniques.    Van  Aubel.    N.  corresp.  math.  III,  211. 

197.  Question  sur  les  doubles  sjstemes  de  coniques  orthogonales.    Breton.     N. 

corresT).  math.  III,  270. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel. 

Kettenbr&ohe. 

198.  Beweis  des  Euler'schon  Bildungsgesetzes  för  die  Näherungswerthe  von  Ketten- 

brücheu.    Schlegel.    Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XXII,  402. 

199.  Neue  Methode  der  directen  Summation  periodischer  Eettenbrüche.    S.  Gün- 

ther.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXII,  31. 


200.  Ueber  den  Feaerbach'schen  Kreis.    Hain.    Grün.  Archiv  LIX,  328. 

201.  Beiträge  zur  Lösung  einiger  bekannten  geometrischen  Aufgaben.    MendthaL 

Grün.  Archiv  LIX,  39. 

202.  Proprio  des  tangentes  ä  une  circonfdrence  dont  le  centre  est  le  centre  des 

moyennes  dis^ces  de  points  donnäs.    Freson.    N.  corresp.  math.  III,  56. 

203.  Trouver  une  circonfärence  qui  rencontre  cinq  droites  donn^,  paralleles,  et 

non  situäes  dans  un  mdme  plan.    Van  Aubel.    N.  corresp.  math.  III.  49. 

204.  Trouver,  g^om^triquement,  Tenveloppe  des  droites  qui  donnent  des  cordes 

Egales  dans  deux  cercles  donnäs.    Laisant.    N.  corresp.  math.  III,  356. 

205.  Gegeben  zwei  Kreise,  dem  einen  soll  ein  Dreieck  so  umschrieben  werden,  dass 

es  dem  andern  eingeschrieben  ist.    Liebrecht.    Grün.  Archiv  LlX  445. 

206.  Sur  trois  circonfärences  tangentes  au  meme  point.    Jamet.    N.  corresp.  math. 

III,  253. 

207.  Dämontrer  que  les  sommets  de  trois  triangles  dont  les  bases  passent  chacone 

par  un  point  d^une  de  trois  circonf^rences  et  par  leur  centre  radical  sont 
situäs  sur  une  mSme  ligne  droite.  Dubois.  X^.  corresp.  math.  lü,  395. 
—  Van  Aubel  ibid  425. 

208.  Somme  des  puissances  de  trois  cercles.    ITubois.    N.  corresp.  math.  III,  394. 

209.  Sur  les  cercles  tangents  ä,  trois  cercles  donn^s.    Dubois.    N.  corresp.  maCh. 

III,  381. 
Vergl.  Hyperbel  176,  177.    Kegelschnitte  194.    Parabel  278,  279. 

Krttmmang. 

210.  G^näralisation  de  la  thäorie  du  rayon  osculateur  d*une  surface.    Lipschitz. 

Compt.  rend.  LXXXII,  160,  218. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  4.    Ellipsoid.    Maxima  und  Minima 
Oberflächen  262. 

Kugel. 

211.  Sphäre  sur  laquellc  se  trouvent  huit  points  situäs  sur  les  faces  d'un  octaedre. 

Freson.    N.  corresp.  math.  III,  89.  — -  E.  Lucas  ibid    210. 

212.  On  the  shadows  of  plane  curves  on  spheres.    Jeffery.     Quart.  Joum.  math. 

XIV,  53. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  24.     Complanation  48.    Elliptische 
Transcendenten  101. 

Kogelftmctionen. 
218.  Sur  quelques  thäoremes  publiäs  par  Mr.  Laurent.    Heine.    Joum.  math^m. 
S4t.  3,  II,  155.  —  Darboux  ibid.  240.  —  Laurent  ibid.  420.     [Verffl. 
Bd.  XXII,  Nr.  169.J 


Magneüsmns. 

214.  Sur  la  Constitution  intärieure  des  aimants.    Jamin.    Compt.  rend.  LXXXII^  19. 

215.  Solution  analytique  duprobl^me  de  la  distribution  dans  un  aimant.    Jamin. 

Compt.  rend.  LXXXII,  783. 

216.  Sur  la  thäorie  du  contact  d'äpreuve.    Bouty.    Compt.  rend.  LXXXII,  836. 

217.  Sur  la  distribution  du  magnätisme  dans  les  barrcaux  cylindriques.    Bouty. 

Compt  rend.  LXXXII,  1050. 

Mannigfaltigkeiten. 

218.  Sur  r^tendue  ä,  n  dimensions.    Catalan.    N.  corresp.  math.  III,  114. 

Maxima  und  ifinifw^T 
S19.  D^terminer  le  maximum  et  le  minimum  de  la  corde  commune  ä  une  ellipse 
et  ä  aon  cercle  de  courbare.    Fleureao.    N.  corresp.  math.  HI,  392. 
Iftchen  256. 


T 


Tafd  W. 


Fig.  i. 


h  .       ^1 


\ 


N 


B, 


B 


U, 


^ 


Fiif.M 


■■*      j » 


Fig.lö.  Bco 

y 


O 


X 


^co 


Fig.  W. 


*■/.-' 


hi 


h,t 


a 


a, 


Zeitschrift  für  Mal 


•  •  - 


Lühogr.  ü.  Georg  //ei«,  /kudm. 


•      ••  •     4 

»     •    - 


•     • 


118  Historisch  •  literansche  Abtheilung. 

Dass  Papp  US  den  18.  Satz  im  Buche  Archimedes*  tviq)  iXlnrnv 
meint,  erhellt  deutlich  aus  S.  272:  firjdsvl  ya^  nQogxQcdfiBvov  angem  6v- 
voirov  evQslv  ro  vn  avtov  yQaq>6fievov  ^BmQrifia^  kiya  6rj  to  ti^v  nBQi.q)igiiav 
xov  iv  TiJ  nQOUxri  nsQKpoQa  xvhXov  Xariv  anoöfl^ai  xy  ngog  OQ^ag  ayofitvri 
Bv^elcc  rrj  Ix  z'qg  yBviaBcog  ?mg  riqg  iq)a7tT0(iivrjg  rrjg  BkiKOg^  und  ist  auch 
von  Hultsch  angenommen  worden.  Der  18.  Satz  bei  Archimedes 
S.  235flgg.,  ed.  Tor  eil  i  (Oxon.  1792  fol.)  lautet:  aX  xa  rag  IkiKog  rag 
iv  xa  TtQcixcc  TCBgitpoga  ysygafAfiivag  bv&bicc  ygafi^icc  ini'ilfavifj  xaxa  xo  nigag 
xag  BkiKogy  dno  6i  xov  aanslovy  o  iaxtv  ctgxd  (so  die  Handschriften)  tag 
^kixog  nox  ogd'ag  a^^y  xig  xa  ccg^a  xäg  7tBgiq>ogagy  a  ax^Biaa  avfinBaBlxai 
xa  htirpavovcoc^  xorl  a  ^fxa^v  BV^Bia  tag  ini^ctvovCag  xal  xag  ag^äg  xäg 
?kiKog  Haa  iööBtrai,  xa  xov  ngcoxov  xvxkov  nBgi(pBgBla.  Der  Beweis  wird 
indirect  geführt  und  stützt  sich  (S.  236,  30  ü^^.)  auf  prop,  7  und  (S.  237, 
15  flgg-)  auf  prop,  8.  Beide  Sätze  führen  auf  quadratische  Gleichungen, 
wie  schon  Nizzc  in  seiner  trefflichen  Uebersetzung  S.  122  und  124  be- 
wiesen hat.  Es  kann  kaum  zweifelhaft  sein,  dass  Pap pus  unter  seiner 
atBgBa  vsvöig  ngog  xov  xvxAov  die  zweite  {prop.  8)  verstand.  Der  achte 
Satz  (S.  224  flg.)  geht  darauf  hinaus,  in  einem  gegebenen  Zirkel  ACD 
(Fig.  1)  eine  Linie  aus  dem  Centrum  (AV)  zur  Tangente  ZA'  im  End- 
punkte der  gegebenen  Linie  i^C  so  zu  legen,  dass  BE:CJ  ein  gegebenes 
Verhältniss  hat.  Im  Beweise  (S.  224  am  Ende)  postulirt  Archimedes, 
es  sei  möglich,  im  Zirkel  XML  Ewiochen  der  Peripherie  und  der  gegebe- 
nen Linie  LX  eine  der  CM  gleich*)  Linie  7 A^  so  zu  logen,  dass  sie  hin- 
länglich verlängert  den  Punkt  K  treffe  {vBvovaav  im  x6  h\  S.  225,  1). 
Die  Lösung  dieser  vtvaig^  auf  der  also  wirklich  der  18.  Satz,  wie  er 
behauptet,  beruht,  wollte,  glaub^  ich,  Pap  pus  geben  S.  298:  xrjg  vno 
'Ag%iiifj8ovg  iv  xc5  nBgi  iklncov  ßißkito  kafißavofiivrjg  vBvaecog  xrjv  avakvaiv 
aoi  xaxixa^aj  Iva  x6  ßißkiov  öiBQXofiBvog  (at]  öianogyg  (weil  A.  selbst  die 
Lösung  dieses  Problems  nicht  mittheilt,  sondern  nur  die  Möglichkeit 
postulirt).  kafxßdvovxai  ös  Big  avxiijv  oi  vnoyBygay^iivoi  xonoi  xol  ngog 
akka  nokkd  xfov  axBgscov  ngoßkrj^dxmv  ;(^?/(yi|noi.  Er  führt  demnächst  fol- 
gende zwei  Hilfssätze  an  und  beweist  sie  (man  vergl.  die  Erläuterungen 
bei  Hultsch): 

1.  Wenn  eine  Linie  Aß  und  ein  Punkt  C  gegeben  ist,  und  ans  C 
eine  Linie  DC  nach  AB  gezogen  und  in  />  eine  Perpendiculaire  DE  auf- 
gerichtet wird,  dann  wird  der  Punkt  E  auf  einer  Hyperbel  liegen,  wenn 
das  Verhältniss  CD:  DE  gegeben   ist.     (Fig.  2.) 

2.  Wenn  eine  Linie  A  B  gegeben  ist  und  auf  sie  die  Perpendiculaire 
CD  hinabgefallt  wird,  dann  wird  der  Punkt  D  auf  einer  Parabel  liegen, 
wenn  ACXCß  dem  Producte  der  CD  und  einer  gegebenen  Linie  gleich 
10t.     (Fig.  3.) 

Wie  Pap  pus  diese  beiden  Sätze  zur  Lösung  des  Archimedischen 
ijpw>ii#««M«  «Q^ewendet  hat,  kann  m\t  z\em\\^\i^T  Sicherheit  aus  dem  ver- 
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welche  zur  Bestimmung  der  sogeDannten  AbeT sehen  Functionen  im 
engeren  Sinne  dient,  glauben  wir  den  Grund  der  Vereinfachungen  zu 
erblicken,  welche  dieser  specielle  Fall  dem  allgemeinen  gegenüber  zu- 
lässt.  Denn  indem  man  die  der  Functionenclasse  zu  Grunde  liegende 
algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  von  vornherein  in  einer 
Form  annimmt,  in  der  die  AbeT sehen  Functionen  sich  leicht  bestimmen 
lassen,  macht  man  (wenigstens  in  dem  Falle  p  =  S)  eine  Annahme,  zu 
der  genau  dieselbe  Berechtigung  vorliegt,  wie  dazu,  die  Function  unter 
dem  Wurzelzeichen  bei  den  hyperelliptischen  oder  den  hier  behandelten 
Integralen  in  ihre  linearen  Factoren  zerlegt  anzunehmen. 

Sehen  wir  nun  zu,  in  welcher  Weise  der  Verfasser  die  Hanptanf. 
gaben  der  Theorie  in  Angriff  genommen  hat.  Bezeichnet  man  mit  ui  die 
Normalintegrale  erster  Gattung  und  setzt 

80  sind  dadurch  die  von  einander  unabhängigen  oberen  Grenzen  (^,,  z,) 
als  2p  •  fach  periodische  Functionen  der  p  Veränderlichen  vx  bestimmt  and 
es  ergeben  sich  hieraus  zwei  Aufgaben:  erstens  diese  oberen  Grenzen  oder 
symmetrische  Functionen  derselben  durch  Thetafunctionen  der  Variabeln 
Vi  darzustellen,  sodann  umgekehrt,  gegebene  2p -fach  periodische  Theta- 
qnotienten  algebraisch  durch  s^,  z^  auszudrücken.  Das  erste  Problem 
ist  das  Jacob  lösche  Umkehrproblem,  das  zweite  kann  man  das  Rie- 
mann 'sehe  nennen.  Summen  von  mehr  als  p  Integralen  dieser  Art  zu 
betrachten,  erweitert  principiell  die  Aufgabe  nicht,  da  mittelst  des  A hei- 
schen Theorems  jedes  System  von  solchen  Summen  auf  eines  mit  pglied- 
rigen  Summen  zurückgeführt  werden  kann,  in  welchem  überdies  die  un- 
teren Grenzen  beliebig  gegeben  sind.  Dass  Riemann  Summen  betrach- 
tet, die  ein  Glied  mehr  enthalten  (Riemann' s  W-erke  S.  134),  ist  durch 
seine  Methode  geboten  und  man  kann  schliesslich  einer  der  oberen  Gren- 
zen einen  beliebigen  speciellen  Werth  ertheijen,  ohne  dass  dadurch  die 
Allgemeinheit  der  betrachteten  2/>-fach  periodischen  Functionen  ge- 
schmälert würde.  In  ihrer  Allgemeinheit  gefasst,  sind  freilich  die  beiden 
oben  angegebenen  Probleme  nicht  wesentlich  verschieden,  allein  es  trifft 
sich  nicht  immer,  dass  die  einfachsten  Fälle  der  Lösung  des  Riemann - 
sehen  Problems  schon  zur  Lösung  des  J ac ob i' sehen  Problems  aus- 
reichen und  es  ist  daher  eine  Hauptaufgabe  der  Theorie,  die  Lösung  des 
Riemann' sehen  Problems,  dessen  vollständige  Lösung  auf  stets  höhere 
und  höhere  algebraische  Gleichungen  führen  würde,  soweit  zu  fördern, 
dass  die  Lösung  des  Jacobi 'sehen  Problems  daraus  geschöpft  werden 
kann. 

Im  Allgemeinen  ist  der  einfachste  Fall  des  Riemann 'sehen  Pror 
blems  der,  in  dem  sich  die  Argumente  der  Thetafunctionen,  deren  Quo - 
dienten  aJ^ebraiscb   bestimmt  werden  sollen,  um  halbe  Periodensysteme 


124  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Alle  Integrale  zweiter  Gattung  lassen  sich  mit  Zuziehung  Ton  solchen 
der  ersten  Gattung  und  von  algebraischen  Functionen  linear  durch  p 
specielle  unter  ihnen,  die  in  beliebig  gegebenen  Punkten,  etwa  in  Ver- 
zweigungspunkten, unendlich  werden,  darstellen,  so  dass  diese  Functio- 
nen nicht  von  einem  Parameter  in  transcendenter  Weise  abhängen,  wäh- 
rend ein  solcher  in  den  Integralen  dritter  Gattung  nothwendig  vorkommt. 
Im  ersten  Theile  hat  der  Verfasser  die  Darstellung  dieser  Functionen  als 
algebraische  Integrale  gegeben.  Um  die  Theorie  derselben  zu  erledigen, 
ist  es  erforderlich,  Summen  von  p  gleichartigen  Integralen  diesei^  Art  mit 
unabhängig  veränderlichen  oberen  Grenzen  als  eindeutige  Functionen  der 
entsprechenden  Integralsummen  erster  Gattung  durch  die  logarithmischen 
Ableitungen  der  Thetafunctionen  darzustellen.  Diese  Aufgabe  ist  in  den 
§§  25  bis  30  gelöst.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  die  Darstellung  der  I 
garithmischen  Ableitungen  der  Thetafunctionen  durch  algebraische  Inte- 
grale und  algebraische  Functionen,  ist  in  §  32  angedeutet  und  mag  bei 
der  Durchführung  noch  erhebliche  Scbwierigkeiten  haben. 

Den  Schluss  der  ganzen  Arbeit  bildet  eine  interessante  Untersach - 
ung,  welche  die  Bestimmung  des  Wertbes  von  0(0,  ...  0)  durch  die  Moduln 
(die  Verzweigungswerthe)  zum  Zwecke  hat,  mittelst  einer  Methode,  welche 
der  Verfasser  schon  früher  mit  Erfolg  auf  die  hyperelliptischen  Functio- 
nen angewendet  hat.  Die  Methode  ist  von  Riemann  angedeutet  und 
ist  die  Verallgemeinerung  der  von  Jacob i  zu  gleichem  Zwecke  bei  den 
elliptischen  Functionen  benutzten.  Sie  beruht  auf  der  Darstellung  des 
Differentials  ii/^  9(0,...0)  durch  die  unabhängigen  Veränderlichen  Atj,  /Tj,... 
^P+2i  welches  in  dieser  Form  die  Integration  gestattet. 

Königsberg,  im  September  1877.  H.  Wbbbr. 


Handbuch  der  elektrischen  Telegraphie.  Unter  Mitwirkung  mehrerer 
Fachmänner  herausgegeben  von  Dr.  K.  E.  Zetzsche,  Professor 
der  Telegraphie  am  Polytechnikum  zu  Dresden.  Erster  Band: 
Geschichte  der  elektrischen  Telegraphie.  8^,  mit  335  in  den  Text 
gedruckten  Holzschnitten.  1877.  Berlin,  Julius  Springer.  Preis 
18  Mark. 

Das  uns  vorliegende  Werk,  dessen  Verfasser  längst  als  Autorität  auf 
dem  Gebiete  der  Telegraphie  bekannt  ist,  zeichnet  sich  vor  allen  anderen 
Lehrbüchern  vornehmlich  dadurch  aus,  dass  die  Anordnung  des  reich- 
haltigen Stoffes  eine  ganz  neue  ist.  Gerade  diese  Fülle  des  Stoffes  jedoch 
machte  es  für  den  Einzelnen  fast  unmöglich,  das  Ganze  allein  zu  be- 
arbeiten. Aus  diesem  Grunde  hat  der  Herr  Verfasser  vorgezogen ,  sein 
Werk  in  vier  von  einander  unabhängigen  Bänden,  deren  jeder  ein  fär 
sich  abj^eschlossenes  Ganzes  bildet,  erscheinen  zu  lassen,  wobei  die  Hilfe 
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Aach  die  Ausführungen  der  §§  23  und  29,  in  welchen  der  Verfas- 
ser sich  darüber  verbreitet,  inwieweit  das  wirkliche  Gewölbe  mit  dem 
früher  vorausgesetzten  Körpersystem  übereinstimmt,  halten  wir  keines- 
wegs für  überall  zutreffend.  Der  Verfasser  selbst  giebt  zu,  dass  ein  in 
den  Fugen  durch  Cement  gebundenes  und  sonst  angemessen  behandeltes 
Gewölbe  nicht  nach  seiner  Theorie  beurtheilt  werden  kann.  Für  ein  nur 
auf  Druck  und  Schub  beanspruchtes  Gewölbt  lässt  sich  aber  der  zwischen 
Cementverband  und  Mörtelverband  etablirte  Unterschied  schwerlich  auf- 
recht erhalten. 

In  Bezug  auf  das  Aeussere  des  Buches  ist  zu  bemerken ,  dass  weder 
ein  Inhaltsverzeichniss ,  noch  Capitelüberschriften  die  Orientirung  erleich- 
tern ,  ja  sogar  die  Jahreszahl  des  Erscheinens  fehlt.  Trotz  Allem  müssen 
wir  anerkennen ,  dass  viel  Fleiss  und  Liebe  auf  das  Werkchen  verwendet 
worden  ist.  Wir  würden  uns  freuen,  wenn  es  dem  Verfasser  gelingen 
sollte,  aus  dem  vorgeführten  Guten  im  Verein  mit  neuen  Gedanken  ein 
einheitliches  Ganzes  zu  schaffen. 

Stuttgart.  Wevrauch. 


Von  den  Elementen  und  Gundgebilden  der  synthetischen  Geometrie. 
Versuch  einer  Erweiterung  der  Lehre  von  den  Formen  unserer 
Raumanschauung,  von  K.  Rudel,  Rector  der  königl.  Gewerbe- 
schule in  Bamberg.     Bamberg  1877. 

Vorliegendes  Schriftchen,  24  Seiten  lang,  hat  den  Zweck,  den  Nach- 
weis zu  liefern,  dass  unsere  Anschauungsform  nicht  die  einzige,  die 
höchste  und  letzte  sein  wird,  dass  die  Möglichkeit  der  Anschauungsfor- 
men unbegrenzt,  ja  dass  die  Erscheinungswelt  höchst  wahrscheinlich  weit 
über  den  Kreis  unserer  Anschauungsform  hinausgeht;  es  geht  davon  aus, 
dass  unser  Raumbegriff  lediglich  eine  durch  unsere  Existenz  als  Raum- 
theile  bedingte  Anschauungsform  ist.' —  Die  beiden  Theile,  in  welche  es 
zerfällt,  haben  die  Ueberschrift:  „Betrachtungen  vom  Standpunkte  ge- 
wöhnlicher Raumanschauung  aus"  (S.  5  — 12)  und  ,, Betrachtungen  vom 
Standpunkte  einer  höheren  Form  der  Raumanschauung  aus*'  (S.  15  —  26). 
Der  erste  Theil  bespricht  in  durchaus  bekannter  Art  die  Grundgebilde 
der  synthetischen  Geometrie;  er  theilt  sie  in  Grundgobildc  der  ersten 
Stufe  (Punktreihe,  Strahlenbüschel,  Ebenenbüschel),  der  zweiten  Stufe 
(die  Ebene,  als  Inbegriff  aller  Punkte  und  Strahlen,  und  das  Strahlen- 
bündel) und  der  dritten  Stufe  (der  Raum).  Demgemäss  unterscheidet 
der  zweite  Theil  Wesen  der  zweiten  und  dritten  Stufe,  d.  h.  solche,  die 
als  Theile  einer  Ebene  und  solche,  die  als  Theile  des  Raumes  ezistiren; 
zu  den  letzteren  gehören  wir  Menschen.  Fortschreitend  wird  nun  ein 
Orandgebilde  der  vierten  Stufe ,  das  All^  angenommen,  in  welchem  die 
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zahlentheoretisch  -  combinatorischen  üntersnchnngen  schuldig  bleibt ,  ist 
folgender:  wir  erfahren  nirgends,  wie  viele  magische  Anordnungen  der 
/>"  Elemente  möglich  sind,  beziehungsweise  ob  man  sich  theoretisch  dar- 
über Gewissheit  verschaffen  kann,  dass  man  wirklich  alle  möglichen  An- 
ordnungen gebildet  hat.  In  der  Hervorhebung  dieser  Lücke  soll  keine 
BemXngelung  der  interessanten  uns  vorliegenden  Schrift  vorhanden  sein ; 
wir  beabsichtigen  vielmehr  nur  in  erster  Linie  den  Verfasser  derselben 
auf  das  soeben  ausgesprochene  rauthmasslich  recht  schwierige ,  seiner  Auf- 
merksamkeit nicht  unwürdige  Problem  hinzuweisen.  Seine  durch  jahre- 
lange Beschäftigung  mit  dem  Gegenstande  erworbene  Gewandtheit  dürfte 
ihn  gerade  besonders  befähigen ,  auch  diese  Aufgabe  zu  erledigen ,  ohne 
welche  die  Untersuchung  nicht  abgeschlossen  ist,  so  wenig  als  es  genügt, 
irgend  eine  Gleichung  —  sei  sie  bestimmt  oder  unbestimmt  —  auflösen, 
zu  können,  ohne  den  Beweis  zu  liefern,  dass  man  alle  Wurzeln  an- 
gegeben hat.  Die  beschränktere  Aufgabe,  irgendwelche  magische  Systeme 
zu  bilden,  löst  dagegen  Herr  Hügel  durch  Abzweigung  einer  grossen 
Anzahl  von  Unterfällen,  bei  deren  jedem  das  eigentliche  magische  Sy- 
stem durch  feld weise  Addition  von  n  anderen  an  sich  nicht  magischen 
Systemen,  gebildet  durch  die  sogenannten  Componenten  des  Systems, 
hervorgebracht  wird.  Es  ist  das  dem  Gedanken  nach  eine  ähnliche  Me- 
thode, wie  sie  Sauveur  1710  der  Pariser  Akademie  mittheilte.  Herr 
Hügel  hat  sie  in  selbstständiger  Weise  nacherfunden  und  durch  Anwen- 
dung der  Namen  und  Zeichen  der  modernen  Combinatorik ,  vor  Allem 
also  der  Determinanten,  dem  heutigen  Gedankengange  näher  zu  bringen 

6®^^«s^-  Cantor. 


Principii  elementari  sulle  prohabilitä  eposti  da  G.  B,  MarsanOy 
professore  di  matemaiiche  nella  R,  üniversilä  e  nel  R.  Istittäo  tecnico 
di  Genova.    Genova,  Tipografta  del  R,  htiiulo  Sordo-muti  1876.    153  S. 

Wenn  irgend  ein  Capitel  der  Mathematik  vorzugsweise  dazu  geeignet 
ist,  dem  Selbststudium  des  Anfängers  überlassen  zu  bleiben,  so  ist  os 
dasjenige,  welches  die. elementaren  Lehren  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung enthält.  Einestheils  sind  die  in  diesem  Capitel  zu  behandelnden 
Aufgaben  von  einem  ziemlich  allgemein  fesselnden  Interesse,  da  es  wohl 
Wenige  giebt,  welche  Ungewisses  nicht  in  Spannung  erhält,  in  um  so 
grösserer,  wenn  an  das  EreTgniss  überdies  ein  unmittelbarer  Vermögens- 
vortheil  oder  Nachtheil,  Gewinn  oder  Verlust  sich  knüpft.  Anderntheils 
sind  die  Grenzen  des  ohne  höhere  Kenntnisse  Erreichbaren  hier  ziemlich 
weit  gesteckt  und  die  Entwickelung  des  binomischen  Satzes  genügt,  um 
bereits  ziemlich  verwickelt  aussehende  Fragen  zu  beantworten.  Von  die- 
sem  eJemßDtMren  Standpunkte  aus  hat  Herr  Marsano  den  Gegenstand 
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den  uns  dieser  Bezeichnungen  im  Folgenden  bedienen.  Besonders  er- 
wähnenswerth  sind  hier  noch  die  auf  S.  130  eingeführten  Bezeichnungen 
(Sg  und  Ögy  sowie  die  Schreibweise 

-  (sie!)  ^ 

wo  das  hinzugefügte  (sie!)  besonders  hervorheben  soll,  dass  nicht  <, 
sondern  wirklich  ^  gemeint  ist.  Auch  durch  einen  passend  gewählten 
Vergleich  weiss  der  Verfasser  oft  unsere  Vorstellungen  zu  fixiren  und  dem 
Vorgetragenen  eine  ungemeine  Anschaulichkeit  zu  geben,  z.  B.  in  der 
zweiten  Note  S.  170  oder  in  der  Note  S.  303.  An  der  ersten  Stelle  soll 
man  sich  nftmlich  eine  Curve  oder  Fläche  a  in  irgend  zwei  Theile  «  und 
ß  zer^gt  denken ,  von  denen  jeder  aus  beliebig  vielen  einzelnen  Stücken 
bestehen  mag.  Hierzu  bemerkt  der  Verfasser  in  der  Note:  „Ist  z.  B.  ö 
eine  Eugelfläche  und  denken  wir  uns  auf  dieser  Eugelfläche  die  Karte 
unserer  Erdoberfläche  aufgemalt,  so  können  wir,  wenn  es  uns  beliebt, 
unter  a  alle  mit  Wasser  bedeckten  Gebiete,  andererseits  unter  ß  den 
Continent  und  die  Inseln  verstehen.'* 

Die  Strenge  und  Eleganz  der  Neu  man  naschen  Beweisführung  zeigt 
sich  besonders,  wenn  man  die  älteren  Beweise  bereits  bekannter  Sätze 
mit  den  von  Neumann  beigebrachten  vergleicht:  der  Verfasser  weiss 
die  Sätze  immer  auf  die  Quelle  zurückzuführen ,  aus  der  sie  sich  am  ein- 
achsten  und  natürlichsten  ergeben,  wie  wir  dies  in  dem  nun  folgenden 
Referat  über  den  Inhalt  zu  constatiren  mehrfach  Gelegenheit  haben  werden. 

lieber  den  Inhalt  sei  zunächst  Folgendes  im  Allgemeinen  bemerkt. 
Der  Verfasser  unterscheidet  zwei  Potentiale,  das  Newton'sche  und  das 
logarithmische.  Während  der  Theorie  des  ersteren  die  in  der  Natur  vor- 
handene Materie  zu  Grunde  liegt,  für  welche  das  Newto nasche  Gesetz 
gilt,  handelt  die  Theorie  des  logarithmischen  Potentials  bekanntlich  von 
einer  fingirten  Materie  von  der  Beschaffenheit,  dass  irgend  zwei  Massen- 
theilchen  derselben  sich  mit  einer  Kraft  anziehen,  die  ihrer  Entfernung 
(nicht  dem  Quadrat  der  Entfernung)  umgekehrt  proportional  ist.     Wenn 

das  New  ton 'sehe  Potential  zweier  Massentheilchen  u,m  den  Werth  - — 

r 

1 

besitzt,   hat   das   logarithmische  Potential  demnach  den  Werth  yimlog — . 

Bei  der  Theorie  des  log^rithmischen  Potentials  beschränkt  sich  der  Ver- 
fasser auf  die  Ebene,  d.  h.  er  behandelt  nur  den  Fall,  dass  jene  fingirte 
Materie  auf  beliebige  Weise  in  der  Ebene,  nicht  im  Raum  vertheilt 
sei.  Unter  dieser  Voraussetzung  findet  nämlich  eine  merkwürdige  Ana- 
logie zwischen  beiden  Theorien  statt,  indem  den  meisten  Sätzen  der  einen 
Theorie  ein  analoger  der  andern  entspricht.  Der  Verfasser  behandelt 
beide  Theorien  meistens  neben  einander  und  beide  „mit  derselben  Sorgfalt**. 
Die  '  8.  3f  in  welcher  die  Wichtigkeit  der  Theorie  des  logarithflri> 
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die  CoDstanz  des  Potentials  betreffenden  Satz  (Allgemeine  Lehrsätze  etc., 
Art.  21)  einen  neuen  Beweis  giebt,  der  sich  durch  seine  Einfachheit  und 
Strenge  auszeichnet.  Derselbe  stützt  sich  auf  die  bekannte  Entwickelnng 
des  Potentials  V^:^VQ  +  Fr  +  Gr^'\'.,,^  woraus  sich  der  in  Bede  stehende 
Satz  ohne  Weiteres  ergiebt,  unter  Anwendung  des  vom  Verfasser  bei 
dieser  Gelegenheit  bewiesenen  Hilfssatzes : 

„Ist  die  Function  f{r)  =  A^  ßr  +  Cr^  + .  •  •  innerhalb  eines  beliebig 
kleinen  Intervalls  rc=0...r  =  r'  constant,  so  wird  sie  tiberall  conatant 
sein,  so  weit  die  angegebene  Entwickelnng  giltig  ist.'* 

Darauf  werden  eine  Reihe  neuer,  auch  für  das  Folgende  wichtiger 
allgemeiner  Sätze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  innerhalb 
eines  Gebiets  entwickelt,  aus  denen  jenes  Theorem  {C)^  sowohl  für  den 
Raum,  als  für  die  Ebene,  schliesslich  ohne  Weiteres  resultirt.  Was  den 
Beweis  jener  Sätze  über  die  extremen  Werthe  des  Potentials  betrifft,  so 
beruht  derselbe  lediglich  auf  dem  vom  Verfasser  zuvor  bewiesenen  Satze, 
dass  das  Potential  gegebener  Massen  in  einem  ausserhalb  dieser  Massen 
befindlichen  Punkte  weder  ein  Maximum,  noch  ein  Minimum  haben  kann, 
und  unterscheidet  sich  insofern  vortheilhaft  von  dem  Beweis,  den  Gauss 
im  Art.  26  der  Allgem.  Lehrs.  für  einen  speciellen  Fall  eines  dieser 
Sätze  gegeben  hat.  Der  Gauss* sehe  Beweis  benutzt  nämlich  diejenige 
geschlossene  Fläche,  welche  durch  die  Gleichung  V=Const.  dargestellt 
ist,  also  „eine  Fläche,  die  ebenso  unbekannt  ist,  als  das  Potential  sel- 
ber". Aehnlich  verfährt  Dirichlet  (S.  134  der  vom  Referenten  heraus- 
gegebenen Dirichlet' sehen  Vorlesungen  über  die  Potentialtheorie). 
Neumann  bemerkt  hierüber  in  der  Vorrede:  „Uebrigens  können  solche 
unzulänglich  determinirte  Flächen  in  doppelter  Weise  auftreten,  indem 
sie  entweder  die  gegebene  Grundlage  betreffen,  von  welcher  die  Unter- 
suchung ausgeht,  oder  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  als  Hilfsmittel 
für  den  weiteren  Fortgang  derselben  in  Anwendung  kommen.  ...  Offen- 
bar sind  solche  ganz  nebelhaft  vorschwebende  Flächen  im  zweiten  Falle 
nicht  minder  unbequem,  als  im  ersten.  Denn  wenn  z.  B.  Gauss  a.  a.  O. 
auf  die  Fläche  V=iConst.  einen  der  Green' sehen  Sätze  in  Anwendung 
bringt,  so  wird  man  zu  beachten  haben,  dass  diese  Sätze  nicht  ohne 
Weiteres  auf  jede  beliebige  Fläche  i^ wendbar  sind  und  dass  also  ihre 
Anwendung  auf  die  Fläche  V=Const.  nicht  gutgeheissen  werden  darf 
ohne  eine  vorhergehende  Untersuchung  derselben.  Ja  noch  mehr!  Ueberall, 
wo  solche  unzulänglich  definirte  Flächen  nur  als  Anfangsglieder  der 
Untersuchung  auftreten,  kann  die  in  den  Resultaten  erzeugte  Unsicher- 
heit nachträglich  durch  Hinzufügung  geeigneter  Determinationen  be- 
seitigt werden,  was  offenbar  nicht  mehr  möglich  ist  bei  den  als  Opera- 
tionsmittel eingeführten  Flächen.  ...  Aus  diesem  Grunde  habe  ich  in 
dem  vorliegenden  'Werke  die  Benutzung  unbekannter  Flächen  als  eines 
OpeMtioüsmittelB  zn  vermeiden  und  die  betreffenden  Gauss 'sehen  und 
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einander.  Es  ist  dies  eine  Methode  —  die  einzige,  die  wir  bis  jetzt 
besitzen  — ,  die  zur  Lösung  der  Fundamental  aufgaben  der  Elektrostatik 
führt,  die  folgen dermassen  lauten: 

)yl>as  ftuBsere  Problem.  —  Es  soll  ein  Potential  auf  Äussere 
Punkte  ermittelt  werden,  dessen  Massen  auf  oder  innerhalb  c 
liegen  und  dessen  Werthe  auf  a  von  daselbst  vorgeschrie- 
benen Werthen  f  nur  durch  eine  unbestimmte  additive  Con- 
staute  sich  unterscheiden. 

Das  innere  Problem«  —  Es  soll  ein  Potential  auf  innere  Punkte 
gefunden  werden,  dessen  Massen  auf  oder  ausserhalb  c  liegen 
und  dessen  Werthe  auf  a  von  daselbst  vorgeschriebenen  Wer- 
then f  nur  durch  eine  unbestimmte  additive  Constante  sich 
unterscheiden/' 

Auf  die  Methode  selbst  und  deren  Begründung  kann  hier  nicht  näher 
eingegangen  werden.     Es  sei  nur  Folgendes  bemerkt: 

I.  Die  Lösung  beruht  auf  den  im  vierten  Capitel  entwickelten  Eigen- 
schaften des  Potentials  einer  Doppelbelegung  und  liefert  das  gesuchte 
Potential  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  zunächst  als  Potential  einer 
Doppelbelegung,  dessen  Gesammtmasse  mithin  gleich  Null  ist;  dasselbe 
wird  aber  mit  Hilfe  eines  Green 'sehen  Satzes  sehr  leicht  in  das  Poten- 
tial einer  einfachen  Belegung  umgewandelt. 

II.  Die  Methode  ist  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen,  resp.  Cur- 
ven  anwendbar,  welche  überall  convex  oder,  genauer  ausgedrückt,  zwei- 
ten Ranges  und  keine  zweisternigen  sind,  und  setzt  ausserdem  voraus, 
dass  die  vorgeschriebenen  Werthe  f  auf  c  überall  stetig  sind. 

Unter  einer  Fläche  zweiten  Ranges  versteht  der  Verfasser  eine 
Fläche,  die  mit  einer  unendlich  langen  Geraden,  welche  Lage  man  letz- 
terer auch  zuertheilen  mag,  niemals  mehr  als  zwei  Stellen  gemeinsam 
hat  (wo  das  Wort  „Stelle"  ein  Continuum  von  Punkten  bezeichnet, 
einerlei,  ob  die  Zahl  der  darin  enthaltenen  Punkte  endlich  oder  unend- 
lich gross  ist),  und  unter  einer  zweisternigen  Fläche  eine  solche, 
welche  zwei  Punkte  von  solcher  Lage  besitzt,  dass  jede  Tangentialebene 
der  Fläche  durch  einen  dieser  Punkte  geht. 

Der  Verfasser  legt  —  wie  schon  von  uns  erwähnt  —  mit  Recht  ein 
grosses  Gewich|marauf,  dass  man  sich  des  Umfanges  der  Giltigkeit  der 
Methode  und  damit  dessen,  was  noch  vermisst  wird,  klar  bewusst  sei. 
Er  sagt  in  der  Vorrede:  „Die  Wichtigkeit  des  vorliegenden  Werkes  be- 
steht —  falls  eine  solche  demselben  überhaupt  beizumessen  ist  —  viel- 
leicht vorzugsweise  in  den  darin  zu  Tage  tretenden  Lücken,  resp.  in 
der  Anregung,  welche  durch  dasselbe  zur  Ausfüllung  dieser  Lücken  ge- 
geben sein  möchte.  So  z.  B.  ist  die  im  5.  Capitel  exponirte  Methode 
des  arithmetischen  Mittels  nur  auf  solche  geschlossene  Flächen  anwendbar, 
welche  überall  convex  sind.     Sollte  es  in  Zukunft  gelingen  (was  ich  lange 
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wo  ${%)  eine  positive  Grösse  vorstellt,  welche  durch  Verklei- 
neruDg  des  Radius  von  x  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann.     Diese  Bedingung  soll  erfüllt  sein  für  jeden  der  Punkte  g. 

Diese  Function  W  nennt  der  Verfasser  die  den  Werthen  f  eni- 
u)rechende  kanonische  Potentialfunction  des  Gebietes  91. 
Liest  man  in  jenen  drei  Bedingungen  statt  %,  a,  x  resp.  überall  3i  t,  iL, 
so  erhält  man  die  Definition  der  (gleichfalls  eindeutig  bestimmten)  den 
Werthen  /^entsprechenden  kanonischen  Potentialfunction  W 
oder  Wi  des  Gebietes  3. 

2.  Es  werden  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  kanonischen  Poten- 
tialfunctionen  aufgestellt,  von  denen  die  erste  eben  die  ist,  dass  sie, 
wenn  die  f  gegeben  sind,  eindeutig  bestimmt  sind. 

3.  Was  die  wirkliche  Berechnung  der  kanonischen  Potential- 
function für  vorgeschriebene  Grenzwerthe  /"betrifft,  so  wird  hervorgehoben, 
dass  dieselbe  für  ||etige  /  offenbar  gleichbedeutend  sei  mit  der  Lösung 
des  im  fünften  Capitel  behandelten  äusseren  und  inneren  Problems. 
Darauf  zeigt  der  Verfasser  aber  noch,  dass,  wenn  irgend  eine  Me- 
thode bekannt  ist  zur  Bildung  der  kanonischen  Potential- 
functionen  für  stetige  Grenzwerthe,  man  dieselben  auch  für 
solche  Grenzwerthe  zu  bilden  vermag,  die  mit  beliebig  vie- 
len Differenzpunkten  behaftet  sind. 

In  der  Einleitung  zum  neunten  Capitel  setzt  der  Verfasser  an  einer 
bestimmten  Aufgabe  die  Murphy* sehe  Methode  auseinander,  die  Pro- 
bleme der  Elektrostatik  für  ein  System  von  beliebig  vielen  Conductoren 
auf  die  entsprechenden  Probleme  zu  reduciren,  bei  denen  nur  Ein  Con- 
ductor  auftritt,  und  bemerkt  dazu,  dass  diese  Methode  auf  zwei  Sätzen 
beruhe,  welche  nur  für  den  Raum,  nicht  für  die  Ebene  gelten,  dass  mit- 
hin die  Murphy* sehe  Methode  auf  die  Probleme  der  Ebene  nicht  an- 
wendbar sei.  Darauf  theilt  der  VerfUser  eine  etwas  andere  Methode  mit, 
welche  ebenso  auf  die  Probleme  der  Ebene,  wie  des  Raumes  anwendbar 
ist  (weshalb  er  sich  auf  die  Ebene  beschränkt),  indem  er  —  worauf  es 
hier  offenbar  nur  ankommt  —   folgende  Aufgabe  löst: 

Es  seien  a  und  ß  zwei  geschlossene  Curven  und  auf  den* 
selben  irgendwelche  Grenzwerthe  vorgeschrieben:  diejenige 
kanonische  Potentialfunction  der  von  a  und  ß  begrenzten 
Fläche  zu  finden,  welche  auf  a  und /3  jene  vorgeschriebenen 
Werthe  besitzt. 

Diese  Aufgabe  wird  zunächst  für  den  Fall  gelöst,  dass  jede  dieser 
beiden  Curven  ganz  ausserhalb  der  andern  liegt,  und  darauf  —  nach 
zwei  verschiedenen  Methoden  sogar  —  auch  für  den  Fall ,  dass  a  und  ß 
sich  schneiden.  Es  sei  Über  diese  Methoden  nur  bemerkt,  dass  sie 
auf  der  im  vorhergehenden  Capitel  vorgetragenen  Theorie  der  kanoni- 
schen  Potentialfunctionen    beruhen    und   dass   dabei  vorausgesetit   wird, 
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welches  auf  a  von  daselhst  vorgeschriebenen  Werthen  nur  durch  eine  an- 
bestimmte additive  Constante  sich  nnterschoidet. 

2.  Eine  gegebene  Masse  M  soll  auf  der  Curve  oder  Fläche  a  in 
solcher  Weise  ausgebreitet  werden,  dass  das  Potential  dieser  Belegung 
auf  a  selber  von  gewissen  daselbst  vorgeschriebenen  Werthen  nur  durch 
eine  unbestimmte  additive  Constante  differirt. 

Endlich  sei  hier  noch  folgender  Satz  genannt,  der  insofern  ein  be- 
sonderes Interesse  darbietet,  als  er  einer  der  wenigen  Sätze  ist,  die  nur 
für  das  Newton* sehe  Potential  im  Raum,  nicht  für  das  logarithmische 
Potential  in  der  Ebene  gelten:  „Die  auf  einem  zur  Erde  abgeleiteten 
Conductor  durch  einen  elektrischen  Massenpunkt  o  von  der  Masse  (—1) 
inducirte  Belegung  ist  ihrer  ^Gesammtmasse  nach  stets  kleiner  als  1/* 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  eine  ungemein  klare  Auseinander- 
setzung der  Thomson^schen  Methode  der  sphärischen  Spiege- 
lung und  entwickelt  die  damit  zusammenhängenden  bekannten  Sätze 
über  das  New  ton*  sehe  Potential  im  Kaume,  um  dann  zu  zeigen,  wie 
mit  Hilfe  jener  Methode  auch  für  das  logarithmische  Potential 
in  der  Ebene  die  analogen  Sätze  sich  aufstellen  lassen. 

Nach  dieser  Skizzirung  des  Überaus  reichen  und  interessanten  In- 
halts führen  wir  die  wenigen  Stellen  an,  die  wir  entweder  etwas  anders 
gewünscht  hätten  oder  denen  ein  ofifenbarer  Irrthum  zu  Grunde  liegt. 

Wir  haben  im  Eingang  als  einen  grossen  Vorzug  des  Neumann- 
sehen  Werkes  hervorgehoben ,  dass  überall  die  Voraussetzungen  und  Ein- 
schränkungen genau  angegeben  werden,  denen  die  aufgestellten  Sätze 
und  Formeln  unterliegen.  Allein  wenn  wir  nicht  irren,  so  hat  der  Ver- 
fasser die  Giltigkcit  einiger  Sätze  abhängig  gemacht  von  Voraussetzungen, 
die  in  der  That  nicht  erfüllt  zu  sein  brauchen.  Auf  diesen  Punkt  sind 
die  folgenden  Ausstellungen  hauptsächlich  zurückzuführen. 

S.  79.  Der  „zweite  Beweis**  scheint  nicht  ganz  correct  zu  sein. 
Derselbe  müsste  von  der  letzten  Zeile  auf  S.  79  incl.  an  etwa  so  lauten: 

Zerlegen  wir  das  elektrische  Gesammtpotential  V  in  zwei  Theile: 
Vz^W-^-^y  indem  wir  unter  Sl  den  von  den  Belegungen  der  beiden 
Grenzflächen  des  Raumes  @  herrührenden  Theil  verstehen,  so  ist  nach 
8)  W-i-  Sl  constant  in  allen  Punkten  des  schalenförmigen  Conductors. 
Hieraus  folgt  (nach  einem  früheren  Satze,  S.  47) ,  dass  W  und  Sl  in  jenem 
Gebiet  einzeln  constant  sind.  Ferner  ist  nach  einem  Green *schen  Satze 
[(42  a),  S.  21]: 


j 


3jvrf<»  =  -2«M, 


wo  N  die  äussere  Normale  der  Fläche  s  und  M  die  Summe  der  Massen 
jener  beiden  Belegungen  der  Grenzfläche  @  bezeichnet.  In  dieser  For- 
mel  ißt  nun  aber  die  linke  Seite  =0^  weil  Sl  in  allen  Theilen  des  scha* 


160  Historisch -literarifiche  Abtheilung. 


t  ^«•^^•O^W"VS/V>/V%^^^^^  a 


Raumo  darstellen  und  weil  sie  der  Zunahme  der  Fallbeschleanigung  nicht  . 
Rechnung  tragen! 

Den  allgemeinen  Ausdruck  für  die  Bewegung,  welche  mit  constanter 
Beschleunigung  vor  sich  geht,  ein  unvollkommenes  Naturgesetz  zu  nennen, 
weil  es  Fälle  giebt,  auf  die  er  nicht  passt,  das  nenne  ich  denn  doch  die 
Begriffe  völlig  verwirren  und  eine  Wissenschaft,  welche  gerade  durch 
die  Umsicht  ihrer  Methode  und  die  Sicherheit  ihrer  Forschungsresultate 
sich  vor  anderen  den  Namen  der  exacten  erworben  hat,  in  heilloser 
Weise  discreditiren. 

Bezüglich  des  übrigen  Inhalts  muss  ich  mich  auf  Erwähnung  einiger 
der  hauptsächlichsten  und  gefährlichsten  Verstösse  beschränken. 

8.  9,  §  12  wird  definirt:  „Elasticität  ist  die  Eigenschaft  eines  Kör- 
pers, dass  er  bei  Einwirkung  äusserer  Kräfte  eine  Veränderung  in  der 
Lage  seiner  Theile  erfährt,  bei  nachlassendem  Drucke  oder  Zuge  aber 
seine  Gestalt  wieder  herstellt/^  Nachdem  dann  erwähnt  ist,  dass  es  voll- 
kommen elastische  Körper  nicht  giebt,  heisst  es  weiter:  „Die  voll- 
kommenste Elasticität  zeigen  die  luftförmigen  Körper/' 

Diese  Körper  stellen  also  am  vollkommensten  ihre  Gestalt  wie- 
der her? 

Im  Sinne  der  Definition  (die  nur  auf  feste  Körper  passt)  sind  die 
Gase  und  Flüssigkeiten  gar  nicht  elastisch.  Wird  ihnen  aber  Elasticität 
zugeschrieben,  insofern  sie  ihr  Volumen  wieder  herstellen,  dann  sind 
sie  offenbar  beide  gleich  und  zwar  vollkommen  elastisch. 

S.  17,  §  18  heisst  es:  Die  Kräfte,  welche  Bewegung  hervor- 
bringen, können  momentan  oder  continuirlich  wirken.  Als  eine 
momentan  wirkende  Kraft  können  wir  den  Stoss  ansehen. 

Eine  momentan,  d.  h.  eine  unendlich  kleine  Zeit  hindurch  wirkende 
Kraft  kann  einem  Körper  eine  endliche  Geschwindigkeit  weder  verleihen, 
noch  entziehen,  was  doch  beim  Stoss  geschieht.  Die  Momentankräfte 
haben  lediglich  die  Bedeutung  von  Fictionen,  welche  man  nach  der  von 
Galilei  gegebenen  Anleitung  zum  Zwecke  theoretischer  Speculation 
macht,  um  sie  schliesslich  (durch  den  Uebergang  zur  Grenze)  wieder  auf- 
zugeben. Eine  reelle  Bedeutung  kommt  ihnen  nicht  zu;  vielmehr  ist  es 
von  höchster  Wichtigkeit,  den  Schüler  zu  belehren,  dass  jede  endliche 
Wirkung  nur  in  endlicher  Zeit  zu  Stande  kommt. 

S.  30,  §24  versteigt  sich  der  Verfasser  zu  einer  Berechnung  des 
Winddrucks  auf  schief  entgegenstehende  Flächen,  welche  er  nach  zwei 
anderen  unglücklich  gewählten  als  Beispiel  zur  Erläuterung  der  Kräfte- 
zerlegung anführt. 

Dabei  übersieht  er,  dass  mit  dem  Neigungswinkel  (a)  der  Flügel- 
ebene gegen  die  Axe  sich  zugleich  auch  die  auf  die  Flügel  treffende 
LuftmABse  ändert   und   in  seinem  Sinne  die  betreffende  trigonometriache 
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S.  231  wird  in  einer  Anmerkung  yersprochen ,  die  Abmessung  des 
Leitangswiderstandes  in  §§  152  und  153  zu  lehren,  dieäes  Versprechen 
aber  nicht  gehalten. 

S.  245  steht  durchschossen  der  Lehrsatz:  „Die  Stärke  zweier 
Ströme  ist  der  Tangente  des  Ablenkungswinkels  proportional." 

S.  248  steht  der  durchschossene  Satz:  „Man  erhält  daher  die  grösste 
Wirkung,  wenn  der  Leitungswiderstand  in  der  Batterie  gleich  dem  Lei- 
tungswiderstande im  Schliessungsbogen  ist." 

In  dieser  Allgemeinheit  ausgesprochen  ist  der  Satz  falsch,  weil  er 
dem  Ohm 'sehen  Gesetze  widerspricht. 

S.  257  meint  der  Verfasser,  dass  über  die  praktische  Anwendung 
des  Hughes* sehen  Drucktelegraphen  erst  fortgesetzter  Gebrauch  ent- 
scheiden werde.     Im  Jahre  1878? 

S.  281  wird  noch  immer  gelehrt,  dass  durch  16  Schwingungen  in 
der  Secunde  ein  Ton  zu  Stande  komme. 

S.  284  wird  als  Grundton  eines  Klanges  nicht  der  tiefste,  sondern 
der  stärkste  definirt;  die  übrigen  Töne  werden  Nebentöne  genannt. 

Auf  welche  Autorität  stützt  sich  hier  der  Verfasser?  Ich  dächte, 
dass  hier  Helmholtz  massgebend  sein  sollte  und  nicht  Koppe-Dafal. 

S.  321  findet  sich  der  Heliostat  erwähnt  als  Planspi'egel ,  dem  durch 
ein  Uhrwerk  oder  die  Hand  eine  solche  Bewegung  ertheilt  wird,  dass  er 
die  Strahlen  der  Sonne  immer  in  der  nämlichen  Richtung  reflectirt. 

Der  Handheliostat  dürfte  dieses  wohl  nie  leisten ,  bei  dem  automatisch 
wirkenden  ist  die  Stellung  des  Spiegels  das  Interessante  und  zu  Er- 
klärende. 

S.  366  ist  als  Anmerkung  zu  dem  Titel  „Polarisation  und  doppelte 
Brechung**  Folgendes  zu  lesen:  „Wir  handeln  hiervon  nur  kurz,  da  kaum 
irgend  eine  Erscheinung  im  grossen  Hausbalte  der  Natur 
oder  im  gewöhnlichen  bürgerlichen  Leben  bekannt  ist,  welche 
auf  der  Polarisation  oder  der  doppelten  Brechung  des  Lichtes  beruhte.*' 

Es  geht  wahrhaftig  Nichts  über  diese  Gemüthlichkeit  „im  gewöhn- 
lichen bürgerlichen  Leben". 

Wir  verlangen  in  Anfangsgründen  der  Physik  keine  weitläufige  Be- 
handlung der  Polarisation  und  doppelten  Brechung,  aber  ein  solches 
„Weil**  weisen  wir  zurück,  weil  es  unwahr  ist.  In  u n s e r  gewöhnliches 
bürgerliches  Leben  gehört  beispielsweise  das  Saccharimcter. 

S.  379  steht  die  (durch  ihre  Präcision  ausgezeichnete)  durchschossene 
Erklärung:  „Ist  der  Gegenstand  von  der  Linse  sehr  weit  entfernt,  ~eo 
kommt  das  Bild  nahe  an  den  Brennpunkt  zu  liegen  und  ist  verkleinert! 
—  Befindet  sich  dagegen  der  Gegenstand  nahe  am  Brennpunkte  (jed<Mli 
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handlang  gereicht.  Herr  Roth  lauf  ist  seiner  Aufgabe  weit  unbefange- 
ner gegenübergetreten,  als  wenn  er  die  Gesammtheit  der  Vorarbeiten 
gekannt  hätte,  welche  in  ähnlicher  Richtung  vorgenommen  worden  sind, 
und  dieser  Unbefangenheit  verdanken  wir  vielleicht  manche  richtigere 
Erklärung.  Wir  erwähnen  beispielsweise  die  Uebersetzung  (S.  29)  der 
berüchtigten  Stelle  von  der  vollkommenen  Zahl.  Sie  weicht  vollständig 
von  der  durch  Martin  gegebenen  Uebersetzung  ab  und  führt  zu  einer 
durchaus  verschiedenen  Zahl.  Wir  sind  versucht,  in  der  R/schen  Ueber- 
setzung den  richtigeren  Sinn  zu  erkennen ,  wenn  auch  die  Schwierigkeit 
der  Frage  eine  rasche  Entscheidung  ohne  gründliche  eigene  Untersuchung, 
zu  welcher  uns  gegenwärtig  die  Zeit  fehlt,  nicht  zulässt.  In  der  Erklä- 
rung eines  Satzes  stimmen  tft)rigen8  Martin  und  R.  überein,  die  dadurch 
wohl  als  gesichert  erscheinen  dürfte.  „Die  Diagonale  eines  Quadrates 
mit  der  Seite  5'S  heisst  es,  „die  rational  ist  wenn  1,  irrational  wenn  2 
abgeht."  Die  Meinung  sei  die ,  dass  2.5^  —  1  =  49  eine  Quadratzahl, 
2 .  5^  —  2  =  48   keine  Quadratzahl   ist.      Aus  dieser  Stelle  geht  aber  her- . 

vor,  dass  Plato  den  Näherungswerth  j/2  =  ^,  über  welchen  wir  uns  S.  89 
der  bist. - lit.  Abthlg.  dieses  Bandes  ausgesprochen  haben,  gekannt  haben 
kann,  dass  jedenfalls  zwischen  der  dort  angeführten  Proklusstelle  und« 
pag.  546  des  Staates  ein  Zusammenhang  anzunehmen  ist.  Ob  Herr  Roth- 
lauf  (S.  25)  in  der  Erläuterung  einer  Stelle  des  Theaetet  pag.  147, 
wo  er  irrationale  Kubikwurzeln  erkennen  will,  ebenso  glücklich  getrofiPen 
hat,  ist  uns  nicht  ganz  wahrscheinlich,  und  auch  gegen  einige  andere 
Erklärungen  (S.  51 ,  S.  52  Citat  6 ,  S.  64)  ist  uns  eine  Polemik  denkbar, 
auf  welche  wir  uns  aber  hier  nicht  einlassen  möchten.  Wir  wollen  viel- 
mehr durch  diese  Aeusserungen  nur  einestheils  zeigen,  dass  wir  die  Schrift 
mehr  als  nur  einmal,  oder  gar  als  nur  flüchtig  durchlesen  haben,  und 
andern theils  dass  wir  die  Schwierigkeit  mancher  behandelten  Gegenstände 
vollauf  anerkennen.  Im  Allgemeinen  dürfte  der  Leser  durch^die  mund- 
gerechten deutschen  Uebersetzungen  des  Verfassers  sehr  angenehm  berührt 
werden  und  der  ganzen  Schrift  den  doppelten  Eindruck  entnehmen ,  dass 
Plato  in  der  That,  auch  wenn  nicht  übermässig  viele  Erfindungen  ihm 
unmittelbar  zugeschrieben  werden,  eine  hohe  Rolle  in  der  Geschichte  der 
griechischen  Mathematik  gespielt  hat  und  dass  Herr  Roth  lauf  mit  den 
platonischen  Schriften  so  wohl  vortraut  ist, 'dass  man  ihm  nur  dafür  dan- 
ken kann,  die  mühselige  Arbeit  dieser  Zasammenstellung  auf  sich  ge- 
nommen zu  haben,  welche  den  meisten  mathematischen  Benutzern  schon 
durch  den  Umstand  sympathischer  als  die  von  Blass  sein  wird,  daas 
Letzterer  sich  allenthalben  mit  dem  Abdrucke  des  griechischen  Textes 
begnügt  und  dadurch  ebenso,  wie  durch  die  lateinische  Sprache  der  gan- 
zen Abhandlung  sich  mehr  an  Philologen  gewandt  zu  haben  scheint. 

Cantor. 
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